EQUIVALENCE RATIONNELLE, EQUIVALENCE NUMERIQUE
ET PRODUITS DE COURBES ELLIPTIQUES SUR UN CORPS
FINI

BRUNO KAHN

ABSTRACT. We prove that if X is a product of elliptic curves over a
finite field &, rational and numerical equivalences agree on X. The proof
uses Soulé’s idea [42], U. Jannsen’s semi-simplicity theorem [19], M.
SpieR’s proof of the Tate conjecture for such varieties [44] and a result
of Y. André and the author [1] inspired by S.I. Kimura’s results on finite-
dimensional Chow maotives [28]. We give some consequences, among
which : the conjectures of Lichtenbaum [32, §7] hold true for X, the se-
cond Chow group of X is finitely generated, the Beilinson-Soulé conjec-
ture holds in weight n for the function field of X provided n < 2 or
dim X < 2. Also, if U is an open subset of X with dim X < 2, the
action of Frobenius on H*(U, Q;) is semi-simple and its characteristic
polynomial does not depend on [ # char k.

INTRODUCTION

Soient k£ un corps fini et X un produit de courbes elliptiques sur k. Le but
de cet article est de d 'emontrer les th "eorémes suivants :

Théoréme 1 (cf. th. 1.7). L’équivalence rationnelle est égale a I’équivalen-
ce numérique (a coefficients rationnels) sur X.

Théoréme 2 (cor. 3.10). Les conjectures de Lichtenbaum [32, §7] sont
vraies pour X.

Théoréme 3 (th. 4.5). Pour tout ouvert U de X, les groupes H°(U, Ks),
HYU, Ky) et H*(U, Ky) = CH?*(U) sont de type fini. Le groupe K3(K )inq
est égal & K3(k), ou K est le corps des fonctions de X (ou de U).

Théoréme 4 (cor. 2.3). La conjecture de Beilinson-Soulé est vraie en poids
n pour le corps des fonctions de X pourvu que n < 2 ou que dim X < 2.

Théoréme 5 (th. 4.6). Soit K le corps des fonctions d’un produit de deux
courbes elliptiques. Alors on a des isomorphismes canoniques pour tout
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n>0

(K%(K) o D HTUE, (Q/Z)’(i))> ® Zg) — Kn(K) © Zgs)
0<i<n—1
ou (Q/Z)()) = lm p,
(m,car k)=1
Théoreme 6 (prop. 5.15). Supposons dim X = 2, et soit U un ouvert de
X. Alors, pour tout I # p, I’action de Frobenius sur H}(U, Q,) est semi-

simple. De plus, le polyndme caractéristique de cette action est indépendant
de .

Nous d 'emontrons des r “esultats plus pr “ecis, faisant intervenir une nouvelle
cohomologie introduite par S. Lichtenbaum [33] : voir §3 pour les d "etails.

La d "emonstration du th 'eoréme 1 utilise quatre ingr “edients de maniere es-
sentielle : la d "emonstration par M. Spiel? de la conjecture de Tate cohomolo-
gique pour ces vari et es [44], le fait que la conjecture de semi-simplicit e est
vraie pour leur cohomologie, la semi-simplicit e de la cat "egorie des motifs
modulo I’ "equivalence num “erique due a U. Jannsen [19] et un raffinement
d’un resultat de S.I. Kimura [28, prop. 7.5] di a Y. Andr’e et a I’auteur [1,
prop. 9.1.14]. La technique de d 'emonstration, quant a elle, remonte a I’ar-
ticle s"eminal de C. Soul e [42] via T. Geisser [12].

Le th eoréme 2 se d "eduit du th "'eoréme 1 de maniere relativement classique
[36, 37]; toutefois, I’introduction de la cohomologie de Lichtenbaum men-
tionn“ee ci-dessus simplifie bien les choses et conduit a des r esultats plus
pr“ecis (corollaire 3.8). Il faut un peu d’effort pour deduire la version “glo-
bale” des conjectures de Lichtenbaum de leur version localis 'ee en chaque
nombre premier : a cet “egard, le lemme 3.9 est fort utile.

Le th"eoréme 4, quant a lui, se d "eduit assez facilement du r "esultat de Geis-
ser selon lequel la conjugaison des conjectures de Tate et de Beilinson (la
derniére predisant que le th 'eoréme 1 est vrai pour toute k-vari ‘et e projective
lisse X') implique la conjecture de Parshin (cf. corollaire 2.2).

La m "ethode de d "'emonstration des th "eorémes 1 et 2 conduit & de nouvelles
formulations des trois conjectures dont nous avons d ‘emontr “e I’ ‘equivalence
dans [25, th. 3.4] : voir th eoréme 6.2.

Cet article est construit comme suit. Au §1, nous d 'emontrons le th "eoréme
1. Dans les paragraphes suivants, nous “tirons les marrons du feu” : cette
op “eration demande a I’occasion le port de gants ignifuges. Les cons ‘equen-
ces du th’eoréeme 1.7 que nous donnons sont toutes des cas particuliers de
cons ‘equences des trois conjectures “equivalentes de [25, th. 3.4], dont beau-

coup ont “et e d "eja d "egag "ees dans [23] : nous nous sommes efforc e de r ‘ediger

les d "emonstrations de telle maniére qu’elles puissent étre reproduites telles
quelles quand ces conjectures seront d ‘emontr “ees.
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Au §2 nous donnons quelques cons "equences imm “ediates du th eoréme 1,
dont le th“eoréme 4. Au §3, nous introduisons la cohomologie de Lichten-
baum (a coefficients dans les complexes de cycles de Bloch), “etendons les
classes de cycles motiviques [-adiques de [25] (I # p = cark) en des
classes 'emanant de la cohomologie de Lichtenbaum motivique et construi-
sons une classe de cycle p-adique correspondante ; nous d ‘emontrons ensuite
leur bijectivit e pour les produits de courbes elliptiques. Nous en d ‘eduisons
le th“eoréme 2 et des propri ‘et es de finitude pour la cohomologie motivique
de Lichtenbaum, meilleures que pour la cohomologie motivique “etale. Nous
en d“eduisons aussi une formule pour le conoyau de I’application “classe de
cycle l-adique entiere” CH™(X)®Z; — H?" (X, Z;(n)) (corollaire 3.12).

Au §4, nous d "'emontrons quelques r“esultats sur les ouverts d’un produit
de courbes elliptiques et sur son corps des fonctions, dont les th “eoremes 3 et
5. Au §5, nous tirons la substantifique meelle des arguments pr “ec “edents dans
le cadre motivique. Pour ce faire, nous introduisons une cat ‘egorie de “mo-
tifs de Chow “etales”, fort pratique (voir [40] pour une approche diff ‘erente,
en termes de r“ealisations). Nous en d “eduisons un curieux “principe d’iden-
tit"e de Manin arithm “etique” (corollaire 5.10). Nous y d "'emontrons aussi le
th“eoréme 6. Enfin, dans le §6, nous investigons la mesure dans laquelle les
m “ethodes de cet article pourraient rapprocher I’ "ech "eance de la d ‘emonstra-
tion des conjectures indiqu “ees.

Une partie substantielle du travail de Kimura sur lequel nous nous ap-
puyons a et’e obtenue ind "ependamment par Peter J. O’Sullivan (communi-
cation personnelle a Y. Andr’e et a I’auteur) : notamment la notion de di-
mension finie au sens de Kimura (semi-positivit ‘e dans sa terminologie) et
le fait que le motif de Chow d’une vari et e ab “elienne est de dimension finie
au sens de Kimura. Il n’obtient par contre pas le th“eoréme de nilpotence de
Kimura, ni a fortiori la proposition 1.3.

Les lignes ci-dessus soulignent la dette que j’ai envers les travaux an-
terieurs apparaissant dans la bibliographie : ils sont trop nombreux pour
étre cit’es dans le detail. En particulier, il aurait sans doute “ete possible de
rediger les §§3—6 en termes de cohomologie motivique “etale sans le travail
de Geisser [13], mais les r esultats auraient “et’e plus d "esagr eables a "enoncer
et les d "emonstrations plus compliqu “ees.

Je remercie Yves Andr e et Thomas Geisser pour des commentaires per-
tinents sur la preparation de ce texte, et en particulier T. Geisser pour avoir
attir 'e mon attention sur le probléme soulev e dans 3.2.1. D’autre part, c’est
avec Y. Andr e que j’ai d "egag e dans [1] la proposition 1.3 ci-dessous, r ‘esultat
cl“e sur lequel repose tout ce travail.
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1. EQUIVALENCE RATIONNELLE ET EQUIVALENCE NUMERIQUE

Soient A la cat egorie des motifs de Chow sur k a coefficients rationnels
et A la categorie des motifs purs sur k& modulo I’ equivalence num erique,
“egalement a coefficients rationnels : cette derniere est ab “elienne semi-simple
d’apres [19]. On a un foncteur plein

A— A
M — M.
Pour tout objet M de .4 ou A4, on note F,; I’endomorphisme de Frobenius

de M. Pour toute k-vari et’e projective lisse X, on note 2 (X) (respa(X))
le motif de X dans A4 (resp. son image dans A).

1.1. Remarque. Comme Voevodsky, nous adoptons la convention que le
foncteur X — h(X) est covariant, et non contravariant comme il est d’u-
sage plus traditionnellement. Nous notons aussi M ® L = M (1) au lieu de
M ® L = M(-1), ou L est le motif de Lefschetz (h(P') = 1 & L).

Rappelons la d “efinition suivante [28] :

1.2. Définition. Un objet M € A est de dimension finie au sens de Kimura
s’il existe une d 'ecomposition M ~ M & M_ et deux entiers n,,n_ >0
tels que A"+ 1M, = S*-HM_ = 0.

La proposition suivante est directement inspir “ee de [28, prop. 7.5].

1.3. Proposition ([1, prop. 9.1.14]). Soit M € A un motif de dimension
finie au sens de Kimura. Alors le noyau de A(M, M) — A(M, M) est un
idéal nilpotent. O

1.4.Lemme. Soit N' € A, de dimension finie au sens de Kimura. Supposons
que N soit simple et que Fiy # 1. Alors A(1, N) = 0.

Démonstration. Soit P € Q[T] le polyndme minimal de Fjy : comme
A(N, N) est une Q-algébre simple, P est un polyndme irr ‘eductible, diff -
rent de 7' — 1 par hypothése. D’apres la proposition 1.3, il existe n. > 0 tel
que P(Fy)™ = 0. Soit f € A(1,N). Alors Fxf = f,d’ou P(1)"f = 0 et
f=0. O

1.5. Proposition. Soient M, M’ € A deux motifs de dimension finie au sens
de Kimura. Supposons que tout facteur simple NV de M"Y @ M’ vérifie soit
N =~ 1, soit Fiy # 1. Alors I’'nomomorphisme A(M, M') — A(M, M') est
un isomorphisme.

Démonstration. Comme les motifs de dimension finie au sens de Kimura
sont stables par produit tensoriel et par duaux [28, prop. 5.10], on se raméne
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par dualit’e au cas ou M = 1. En r’eappliquant la proposition 1.3, on voit
que toute decomposition de 1; en somme d’idempotents orthogonaux se
reléve en une telle somme dans A (M, M). Pour cette d 'ecomposition, on a

donc
M= M

ou les M; sont simples. De plus, en utilisant toujours la proposition 1.3,
on voit que M; ~ 1 = M, ~ 1. La proposition 1.5 r“esulte donc de
I’hypothese et du lemme 1.4. O

1.6. Remarque. Le principe de la demonstration du lemme 1.4 et de la
proposition 1.5 est trés proche dans I’esprit de [12, prop. 3.2].

1.7. Théoréme. Soient X, X’ deux produits de courbes elliptiques sur k.
Alors, pour tout n € Z, I’homomorphisme

CH™™ (X x X') @ Q = A(h(X), h(X')(n))
— A((X), h(X")(n)) = AR (X x X') © Q

num

est un isomorphisme.

Démonstration. Comme ci-dessus, on se raméne a X = Spec k. Remar-
quons que h(X')(n) est de dimension finie au sens de Kimura [28, ex.
9.1]. D’apreés [44], la conjecture de Tate (pour toute cohomologie [-adique)
est vraie pour X'. Par ailleurs, I’action de Frobenius sur les H! (X, Q;) est
semi-simple : en effet, ils sont engendr "es multiplicativement par H et cela
resulte alors des resultats de Weil [49]. Par cons "equent, la forme forte de la
conjecture de Tate vaut pour X' et sa fonction zéta [45, th. 2.9]. Il en r "esulte
(cf. [38, prop. 2.6]) que pour tout facteur simple N de h(X’)(n), on a soit
N ~ 1 soit Fiy # 1. L’hypothése de la proposition 1.5 est donc v erifi ee,
d’ou le th'eoreme 1.7. O

2. PREMIERES APPLICATIONS

2.1. Corollaire. Soit X un produit de courbes elliptiques sur &. Alors, pour
tout n, I’ordre du zéro de la fonction z&ta ¢ (X, s) en s = n est égal au rang
de CH™(X) (qui est fini d’apres le théoréme 1.7).

Démonstration. Un cas particulier du th 'eoréeme 1.7 est que, sur X, I’ "equi-
valence homologique (relative disons a la cohomologie [-adique pour un
nombre premier [ diff "erent de la caract “eristique de k) est “egale sur X et ses
puissances a I’ ‘equivalence num “erique. L’ "enonc e r“esulte donc du th 'eoréme
de Spiel, du th'eoréme 1.7 et de [45, th. 2.9]. O

La seconde application r“esulte de Geisser [12, th. 3.3] :
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2.2. Corollaire. Si X est un produit de courbes elliptiques sur &, alors la
conjecture de Beilinson-Parshin est vraie pour X : K;(.X) est un groupe de
torsion pour tout i > 0. OJ

Notons H'(X, Q(n)) les groupes de cohomologie motivique de X a co-
efficients rationnels : dans cette section, ils peuvent étre d efinis a la Beilin-
son comme espaces propres de groupes de K -th“eorie pour les op “erations
d’Adams [43].

2.3. Corollaire. Soit K le corps des fonctions d’un produit X de d courbes
elliptiques sur k, et soit n un entier > 0. Alors la conjecture de Beilinson-
Soulé vaut pour K en poids n, et on a méme

H'(K,Q(n)) =0pouri<n
dans les deux cas suivants :
(i) d<2
(i) n<2.

De plus, sous la premiére condition, K (K) et K, (K) sont de torsion
premiére & p pour n > 3 et KM (K) est de torsion impaire pour n > 4.

Démonstration. cf. [12, th. 3.4] : on utilise le corollaire 2.2 et la suite
spectrale de coniveau pour la cohomologie motivique. Si d < 2, les corps
residuels F' de X autres que K sont de dimension 0 ou 1, donc les “enonc es
“H'(F,Q(n)) =0pouri < n”et“H'(F,Q(n)) = 0 pourn > dim F"” sont
connus par les th eorémes de Quillen [41, 16] et de Harder [18]. Sin < 2,
les poids intervenant dans les termes E7*? avec p > 0 sont < 1, et I’ 'enonc’e
est encore connu [30, cor. 6.8]. L’assertion “premiére a p” r esulte de [14], et
la derniére assertion pour car k # 2 r“esulte de la conjecture de Milnor [47].
O

3. CLASSES DE CYCLE MOTIVIQUES

3.1. Cohomologie motivique. Nous d“efinirons la cohomologie moti-
vique d’une k-vari'et’e lisse X comme I’hypercohomologie de Zariski
H} (X,Z(n)) des complexes de cycles de Bloch decal es (cf. [3, 15, 25]
pour les d "etails). Nous aurons aussi besoin de consid “erer I’hypercohomolo-
gie de ces complexes par rapport a d’autres topologies, et de les comparer.

En particulier, le r esultat ci-dessous sera d’usage constant :

3.1. Proposition ([25, prop. 1.18]). Pour toute variété lisse X, les homo-
morphismes

H%ar(X7 Q(’I’L)) - H(Zzt(X7 Q(n>>
sont des isomorphismes. O
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On a aussi :

3.2. Proposition. Soit X un produit de courbes elliptiques sur £. Alors
Hy,.(X,Q(n)) = 0 pour i # 2n.

Démonstration. Notons que I’ "enonc e est trivialement vrai pour i > 2n et
toute vari ‘et e lisse X (sur un corps quelconque) par d“efinition de la coho-
mologie motivique. Pour i < 2n, cela resulte du corollaire 2.2 et du fait
que Hy,.(X,Q(n)) ~ grl'Ks,—;(X) [3]. (Variante : raisonner directement
comme dans la d 'emonstration du th “eoreme 1.7, en utilisant le fait que Fro-
benius agit sur ce groupe par multiplication par ¢, cf. [12].) O

3.2. Cohomologie de Lichtenbaum. Nous allons utiliser la cohnomologie
introduite par Lichtenbaum dans [33]*. Cette cohomologie a et’e “egalement
“etudi “ee par Geisser [13].

Rappelons [32, prop. 2.2] que la cat egorie des faisceaux pour la topolo-
gie de Lichtenbaum sur une k-vari’et’e X de type fini est “equivalente a la
cat ‘egorie des faisceaux “etales Z- ‘equivariants sif = X x k, ol I’action
de Z sur X est donnee par le morphisme de Frobenius galoisien. Pour un
tel faisceau F, on pose

Hyy (X, F) = Hy (X, F)*
et la cohomologie de Lichtenbaum Hy;, est definie comme les foncteurs

derives de F — #(X,F). En particulier on a une suite spectrale [33,
prop. 2.3]

(3.1) HP(Z,HL(X,0)) = Hy (X, 0)

pour tout complexe de faisceaux “etales Z- "equivariants.

Pour comparer cohomologie “etale et cohomologie de Lichtenbaum, le
point de vue de Geisser [13, §2] est d’identifier la cat egorie des faisceaux
“etales sur X a la cat egorie des faisceaux “etalés equivariants (topologiques
discrets) sur X, o0l Z = Gal(k/k) [7, Exp. X1, 1.1.3]. Soit Tz (X) (resp.
7,(X)) la cat egorie desX -faisceaux “etales Z- equivariants (res- equiva-
riants) : on a des foncteurs adjoints “evidents

Tx  Tg(X) = To(X), (yx)« s To(X) — To(X).

Notons 77 et 7, les cat’egories de faisceaux correspondantes sur les
“grands sites lisses” correspondant a la cat "egorie Sm /k des k-vari et “es lisses
de type fini. On a des foncteurs adjoints correspondants

Vi Ty =T o Ta— T
ILichtenbaum dénomme cette cohomologie Weil-étale cohomology. Il nous para’it plus

pratique et plus juste de la rebaptiser conomologie de Lichtenbaum, la terminologie “co-
homologie de Weil” pouvant de toute fagon preter - confusion.
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induisant des foncteurs adjoints sur les cat “egories d “eriv “ees
¥':D(T) — D(Tz), Ry.:D(Tz) — D(Ty).

3.2.1. Mise en garde. Le foncteur R+, n’est pas conservatif. Par exemple,
soit Q(n) le Z[Z]-module de support Q, I’action du g“en erateur de Z “etant
donn’ee par r — ¢r. Alors Q(n) d’efinit un objet de Z, mais on a
Hj(X,Q(n)) = 0 pour tout X € Sm/k dés que n # 0 : c’est imm "ediat &
partir de (3.1).

Pour obvier cet inconv “enient, introduisons la sous-categorie “epaisse
D, (Tz) de D(7z) form“ee des complexes C' tels que H;, (X, C) = 0 pour
tout X € Sm/k, et notons

D(1z) = D(7z)/Din(7z).

~ Soit 4* le compose de § avec le foncteur de localisation D(7z) —
D(7z). Alors R+, se factorise en un foncteur exact

qui est conservatif par construction, et adjoint a droite de 5*. Nous aurons
besoin de R+, plutdt que de R+, pour une formulation correcte du th "eoréme
6.2 (iv).

3.3. Cohomologie de Lichtenbaum motivique. Nous consid “ererons prin-
cipalement la cohomologie de Lichtenbaum a coefficients dans les com-
plexes de cycles de Bloch. Pour tout X € Sm/k, le foncteur R(vyx). induit
des homomorphismes canoniques

Hi, (X, Z(n)) — Hyy (X, Z(n)).

Le r’esultat suivant de Geisser sera d’usage constant : notons 5 le Bock-
stein et e le g “enerateur de }(k, Z) = Hom(Z, Z) envoyant (par exemple)
le Frobenius g "'eom “etrique sur 1. On a de longues suites exactes [13, th. 6.1]

B2 ---— Hgt(X, Z(n)) — HéV(X, Z(n))
— Hi7Y(X,Z(n)) ® Q % HiY(X,Z(n)) — ...
ou O est donn “ee par la composition
HiY (X, Z(n) ® Q = Hy M (X, Q(n) — HiTY(X,Q/Z(n)) >
H,(X,Q/Z(n)) % H (X, Z(n))

(cf. [23, prop. 9.12]).
On a aussi :
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3.3. Proposition ([13, th. 6.5 et 6.7]). a) Pour toute k-variété lisse X de
dimension d et pour tout n > 0, on a H;;,(X, Z(n)) = 0 pour i > sup(2d +

Ln+d+1).
b) Si X est de plus projective, on a un diagramme commutatif
Hi} (X, Z(d)) —— HE(X,Z(d)? == Z& (fini)

| l l

Hy ™ (X, 2(d)) «—— HE'(X,Z(d))z z

ol I"isomorphisme H24(X, Z(d))z = Z provient de I’homomorphisme “de-
gre”

H3(X, Z(d)) = CHY(X) — Z
(cf. [13, d"em. du lemme 6.4 a)]). O

Nous aurons aussi besoin de la

3.4. Proposition. Pour toute variété lisse X, H;,(X,Z(n)) est de torsion
pour i > 2n + 1.

Démonstration. Cela resulte par exemple du fait que H,.(X,Q(n)) =
H (X,Q(n)) = 0pour i > 2n et de la suite spectrale (3.1). O

3.4. Classe de cycle [-adique. Fixons un nombre premier [ # p. Nous
allons utiliser une application classe de cycle motivique [-adique pour la
cohomologie de Lichtenbaum. Cela revient a “etendre les homomorphismes
de [25, §1.4]

He (X, Z(n)) @ Zy — Hip (X, Zy(n))
en des homomorphismes provenant de Hy, (X, Z(n)) ® Z,.

Indiquons rapidement comment on procéde : notons « : (Sm/k)s —
(Sm/k)za: le foncteur de projection entre les sites d "efinis par la cat "egorie
Sm/k des k-varietes lisses de type fini munie respectivement des topolo-
gies “etale et de Zariski. Dans [25, th. 1.17], nous avons d efini un objet
Z(n) € D~ (Ab((Sm/k)za:)) dont la restriction a toute k-vari et’e lisse X
est quasi-isomorphe au complexe de cycles de Bloch de poids n sur X, puis
un morphisme dans la cat "egorie d eriv ee [25, (1.8)]

(33) L) © 2y — Za(n),

ol Z;(n)§ = Rlim pio™ dans la cat ‘egorie d eriv ee des faisceaux “etales, que
nous identifions canoniquement a D(Z,) (cf. 3.2).

D “efinissons de méme Zn)j;, = Rlim~*4;." dans D(7z) (ibid.). On a
alors un morphisme compos e

(3.4) V' a'Z(n) — ¥ Zi(n)g — Zi(n)yy
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C’est le morphisme cherch e : il induit des homomorphismes
Hiy(X,Z(n)) @ Zy — Hiy (X, Zi(n)§,).

Il reste & remarquer que I’adjoint Z;(n)5, — Ry.Z;(n)5, du morphisme
v*Zi(n)s, — Zi(n)S, est un quasi-isomorphisme : cela resulte du fait que
R, et Rlim commutent et de I’analogue de (3.2) a coefficients 2", qui
montre que " — Ry.y*us" est un quasi-isomorphisme pour tout n (cf.
[13, cor. 3.4]). On en conclut que I’homomorphisme canonique

Hi

cont

(X, Zy(n)) — Hyy (X, Zu(n)iy)
est bijectif, et on en d“eduit bien I’application “classe de cycle” promise :
(35) HIZ/V(X7 Z(n>> ® Zl - Héont(Xv Zl(n))

(Bien entendu, on pourrait aussi proc “eder naivement a partir de [15, §3.7],
voir aussi [4, §4], qui est de toute facon a la base de notre construction,
en definissant (3.5) “vari“et’e par variet’e” et en “evitant [25, (1.8)], mais les
d“etails seraient plus p “enibles a r "ediger.)

En fait :

3.5. Lemme. L’homomorphisme (3.5) n’est autre que celui induit par le
L
morphisme &, : a*Z(n) ® Z,(0)5, — Z;(n)é, de [25, conj. 3.2].

Démonstration. Rappelons que ®,, est d ‘efini comme la composition

L L
@Z(n) @ Z(0)g, — Zi(n)g ® Zi(0)g, — Zy(n)g

ou la premiére fleche se d’eduit de (3.3) et la suivante est donn“ee par le
cup-produit. Nous allons voir que ®,, se deduit de (3.4) par application du
foncteur R~.,.

En effet, on a d &ja vu le quasi-isomorphisme Z(n)¢, — Ry.Zi(n)$y.
D’autre part, d’apres [13, th. 3.3], le morphisme de double adjonction

L
(3.6) Ry.Z ® o«*Z(n) — Ry.y* o Z(n)

est “egalement un quasi-isomorphisme. Dans [23, th. 4.6 et 6.3], nous avons
“etabli un quasi-isomorphisme
Zl(())C ~ 7Z° &® Zl

& —

ou Ze est un certain complexe de longueur 1. Enfin, dans [13, th. 4.2], Geis-
ser “etablit un quasi-isomorphisme Z ~ R, Z. L’assertion r “esulte ais ‘'ement
de tous ces quasi-isomorphismes, en suivant leurs d efinitions respectives.[]
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3.5. Classe de cycle p-adique. Posons
Zy(n)§, = Rlimv,(n)[-n] (n=0)

ou v,.(n) est le n-iéme faisceau de Hodge-Witt logarithmique de niveau r,
et de méme
Zy(n)y = R@V*Vr(nﬂ_n]-
Pour n < 0, on pose Z,(n)s, = 0etZ,(n)§, = 0.
En passant a la limite sur la construction de [14, d"em. du th. 8.3], on
obtient une classe de cycle motivique p-adique pour la cohomologie “etale

a*Z(n) ® Z, — Zp(n)gt

puis une classe de cycle motivique p-adique pour la cohomologie de Lich-
tenbaum

(3.7) Y a'h(n) @ Zy, — v Zp(n)g — Zp(n)iy
et plus concrétement, pour une vari ‘et e lisse X donn “ee, des homomorphismes
(3.8) Hy (X, Z(n)) © Zy — Heone (X, Zy(n))

OU Heono (X, Zy(n)) i= HE (X, Zy(n)g) — Hy (X, Zy(n)fy) (cf. 3.4).

3.6. Bijectivité des classes de cycle.

3.6. Théoreme. Si X est un produit de courbes elliptiques, (3.5) est un
isomorphisme pour tous [ # p, i, n, et (3.8) est un isomorphisme pour tous
1, N.

Démonstration. Traitons d’abord le cas de (3.5). D’aprés le lemme 3.5, il
suffit de voir que le morphisme induit par &, est un isomorphisme pour
tout n ; cela resulte du th“eoréme 1.7, du corollaire 2.1 et de [25, th. 3.4].
(On pourrait aussi proc “eder directement a partir du th “eoréme de Spiel3 et du
th eoréme 1.7, mais ce serait plus laborieux.) On en d eduit d eja :

3.7. Lemme. Pour X comme dans le théoréme 3.6, la composition
CH"(X)® Q =~ Hz;,(X,Q(n)) — Hi (X, Q(n))
est un isomorphisme pour tout n > 0.

Démonstration. Par la proposition 3.4, il suffit de d’emontrer que
HZ'(X,Q(n)) — HZ(X,Q(n)) est un isomorphisme. Cela resulte de la
suite exacte (3.2), qui montre par recurrence sur i que H, (X,Q(n) =
HL(X,Q(n)) = Hi(X,Q(n)) = 0 pour tout i < 2n (cf. propositions 3.1
et 3.2). O
D “"emontrons maintenant que (3.8) est aussi un isomorphisme. On procéde

directement, en imitant la m “ethode de [25, §3.4] : on remarque d’abord que
la version de (3.8) a coefficients Q,/Z,, est un isomorphisme d’apres [14]
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(ce fait est vrai pour toute k-vari ‘et e lisse). Par le lemme des 5, on se raméne
a d "'emontrer que (3.8)®Q est un isomorphisme.

On sait d eja que H, (X, Q(n)) = 0 pour i < 2n (par le cas [ # p) et
pour i > 2n + 1 (par la proposition 3.4). La méme chose est vraie pour les
groupes H! (X, Q,(n)), en utilisant un th "eoréme de Gabber [6, th. 3] et
la suite exacte longue

= HT (X vao(0) = Hegne (X, Zy(n)) —
Hi

cont(X7 Qp(n)) - Hét_n(X7 VOO(”)) .

Il reste donc a traiter les cas ¢ = 2n et ¢ = 2n + 1. Milne [36, prop.
5.4] a d’emontr’e qu’on peut utiliser I’action galoisienne sur les groupes
H'(X,Q,(n)) a la place de I’action de Frobenius sur la cohomologie cris-
talline pour calculer la fonction ¢ (X, s). En particulier, en tenant compte de
I’hypothese de Riemann [9] et de [27], cela d "emontre que
(3.9) HY(X,Q,(n)) = H(X,Q,(n))g = 0 pour i # 2n.

Consid “erons le diagramme commutatif (cf. [25, d 'em. de la prop. 3.9])

H‘%&L<X7 Z(”)) ® QP - Hgglnt<X7 Q;l)(n)> ;chgnt()z7 Qp(n))G

(3.10) .{z l fl
H%H_I(X? Z(n>> ® QPHHE(ZLHTI(X7 Qp(n))LHgglt(X7 Qp(n))G
ou f est la composition

Hg:nt()_(a Qp(n))G - Hg:nt(Xv Q,(n)) — Hc%?nt(X> Q,(n))a

(voir [36, prop. 6.5] pour la commutativite du carr e de droite). La fleche
verticale de gauche est un isomorphisme par le cas [ # p, et les fleches
horizontales sont des isomorphismes grace a (3.9).

En proc "edant comme dans [45, §2] et en utilisant [36, prop. 5.4] et [27],
on voit que le corollaire 2.1 implique que f est bijective et que la composi-
tion

CH"(X)®Q, — H%I;L(Xa Z(n)) ® Qp — Hgglnt(Xv Qp(n))G
est surjective. De plus, le th eoréme 1.7 implique que cette composition est
injective. En utilisant le lemme 3.7, on en d“eduit que la composition hori-

zontale sup “erieure dans (3.10) est bijective. Il en r esulte que tous les homo-
morphismes de (3.10) sont bijectifs. O

3.7. Conséquences.

3.8. Corollaire. Si X est un produit de d courbes elliptiques,
a) L’accouplement

(3.11) HJMX,Z(n)) x HX"(X,Z(d —n)) — H}(X,Z(d)) — Z
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est parfait modulo torsion pour tout n.
b) Pour tout (i, n), I’accouplement

Hyy (X, Z(n))iors % Hit ™= (X, Q/Z(d — 1))
— Hif " (X,Q/Z(d)) — Q/Z
induit un accouplement parfait de groupes finis
Hyy (X, Z(n))iors X Hi P (X, Z(d — 1) )iors — Q/Z.

c) (cf. [33, introduction]) Les groupes Hi;, (X, Z(n)) sont de type fini pour
tout 4, finis pour ¢ ¢ {2n,2n + 1} et nuls pour i < 0 (sin > 0).
d) Le noyau et le conoyau du cup-produit par e

Hiy (X, Z(n)) — Hy (X, Z(n))

sont finis.
e) L’homomorphisme canonique

Hyy (X, Z(n)) — Hyy (X, Z(n))
est un isomorphisme pour i < 2n.

Démonstration. 1l r esulte de [9, 27, 11] que H, (X, Zi(n))ors est fini
pour tout i € Z, y compris [ = p, et nul pour presque tout [ (cf. [6, th. 2 et
3]). De plus, H! . (X, Z;(n)) est fini pour i # 2n,2n + 1 (ibid.). Il resulte
d’abord de ceci et du th"eoréme 3.6 que c) est vrai pour i ¢ {2n,2n + 1}, et
est vrai pour i € {2n,2n + 1} aprés tensorisation par Z; (pour tout [).

L’assertion b) est vraie aprés tensorisation par Z; par le cas de la coho-
mologie “etale continue (cf. [36, th. 1.14] pour le cas [ = p); sa version
entiére en r esulte directement. De méme, a) est vrai apres tensorisation par
Z,. La version entiére de a) et de c¢) r "esulte alors du lemme suivant, que nous
n’avons pas trouv e dans la litt "erature :

3.9. Lemme. Soient R un anneau de Dedekind et A x B — R un accou-
plement de deux R-modules A, B sans torsion.

a) Supposons que cet accouplement devienne parfait aprés tensorisation
par R; pour tous les idéaux maximaux [ de R, ou R, désigne le complété de
Ren . Alors il est parfait.

b) Soit K le corps des fractions de R. Si, de plus, A ® K ou B ® K estun
K-espace vectoriel de dimension finie, alors A et B sont de type fini.

Démonstration. a) Soit R le localis’e de R en [ . Comme I’extension
R/ R est fidelement plate, I’hypothese vaut en remplagant i par R;).
Consid "erons I’homomorphisme (injectif)

(3.12) A — Hom(B, R).
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On a une chaine d’homomorphismes
A(l) — Hom(B, R)(l) — Hom(B(l), R(l)).

Il est facile de voir que le second homomorphisme est injectif. De plus,
la composition est bijective par hypothese. Par cons “equent, le premier ho-
momorphisme est lui aussi bijectif. Le conoyau M de (3.12) verifie donc
Mgy = 0 pour tout [. Il en r'esulte que M = 0 et que I’accouplement est
parfait.

b) Pour fixer les id "ees, supposons que dilg BRK < oo. Soit (by, ..., b,)
une famille d’ el "'ements de B qui definit une base de B ® K, et soit IB
sous-module de B engendr’e par les . Comme pour tout b € B, il existe
r € Rtelquerb € B, 'application Hom(B, R) — Hom(B’, R) est injec-
tive. Donc A s’injecte dans un R-module de type fini et il est donc lui-méme
de type fini. En “echangeant A et B, on obtient la méme conclusion pour B.
0]

Revenons a la d "'emonstration du corollaire 3.8 : il reste a d "'emontrer d) et
e). L’assertion d) r“esulte de c) et du fait qu’elle est vraie apres tensorisation
par Q, comme il r’esulte de la d ’emonstration du th“eoréeme 3.6. Enfin, e)
d“ecoule de c) et de (3.2), par r“ecurrence sur i. O

3.10. Corollaire. Les conjectures de [32, §7] sont vraies pour les produits
de courbes elliptiques.

Démonstration. Rappelons tout d’abord ces conjectures [32, §7] en termes
modernes ; “etant donn e une k-vari et e projective lisse X :
(1) H,(X,Z(n)) = 0 pour 7 grand.
(2) HZ"(X,Z(n)) est un groupe ab elien de type fini.
(3) H.(X,Z(n)) est fini pour i # 2n,2n + 2, nul pour i < 0 lorsque
n > 02
(4) H2™2(X,Z(d)) est canoniquement isomorphe a8 Q/Z, ol d =
dim X.
(5) L’accouplement
H(X,Z(n)) x HE 27X, Z(d —n)) — HZ(X,2(d)) — Q/Z

est “parfait”, au sens qu’il d efinit une dualit’e parfaite de groupes
finis pour i # 2n et une dualit’e parfaite entre un groupe de type
fini et un groupe de cotype fini pour i = 2n. En particulier,

rg H24(X, Z(d)) = 1.

2Cette conjecture de nullité résulte de I’axiome (1) de [32, §3]; il est pratique de
I’insérer ici.
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(6) Les groupes H2"(X,Z(n)) et H2™?"(X,Z(d — n)) ont le méme
rang m(n).

(7) m(n) est I’ordre du pdle de la fonction Z(X,t) ent = ¢
(C(X,8) = Z(X,¢7)).

(8) tlim (1 —qg"t)™MZ(X,t) = £¢gX(XOxmy (X, Z(n)), avec
g

X(X,Z(n)) =
H |HZ (X Z(n))|(—1)’i ) |Hc?tn(X> Z(n))tor5||Hgtn(X> Z(n))cotors|
ét )
1#2n,2n+2 Rn(X)

ou R, (X) est la valeur absolue du d "eterminant de I’accouplement

HZM(X, Z(n))/tors x HZ7"(X,Z(d — n))/tors
— H2Y(X,Z(d))/tors — Z

par rapport a des bases quelconques de H?"(X,Z(n))/tors et de
HZ27 (X, Z(d — n))/tors, et

X(X,0x,n) = Y (=1)H(n—i)*s,  hy = dim H (X, Q).
0<i<n
0<j<d

En fait, X “etant quelconque, les “enonc’es 1 et 4 ne sont plus des conjec-
tures, ni le fait que rg H24(X, Z(d)) = 1 : vu (3.2), le point a) de la propo-
sition 3.3 implique la conjecture 1 de Lichtenbaum pour i > 2d + 2 et le
point b) implique la conjecture 4 et le fait que H2%(X, Z(d)) est de type fini
et de rang 1. Cela peut d’ailleurs s’obtenir directement.

Il reste a traiter les conjectures 2, 3, 5, 6, 7 et 8. La conjecture 2 r esulte
du corollaire 3.8 c) et e), ainsi que la conjecture 3 pour i < 2n; le reste
d“ecoule du corollaire 3.8 c) et de la suite exacte (3.2). De méme, 5 d“ecoule
du corollaire 3.8 a) et b), via (3.2), et 6 d"ecoule du corollaire 3.8 a) et e).
Enfin, 7 d"ecoule du corollaire 3.8 €) et du corollaire 2.1.

Pour 8, on prefére d 'emontrer la variante de [13, th. 8.1] (voir aussi [40,
th. 10.7]), qui lui est “equivalente via (3.2) :

8w tlim (1 —q"t)"™Z(X,t) = £q¥XOx (X, Z(n)), avec

g

XX, Z(0) = [T 1Hi (X 200 eV B ()7

et x(X,Ox,n) comme dans 8, ou R, (X) est la valeur absolue du
d“eterminant de I’accouplement (3.11) vu modulo torsion par rapport a
des bases quelconques de H2?(X, Z(n))/tors et de Hat > (X, Z(d —
n))/tors.
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On peut proc "eder comme dans [37, th. 4.3 et cor. 5.5] (cf. [23, cor. 7.10
et th. 9.20] et [13, d "'em. du th. 8.1]). OJ

3.11. Remarque. Il est facile de preciser le signe dans la conjecture 8 de
Lichtenbaum : on remarque simplement que ( (X, s) est a valeurs positives
pour s reel assez grand et ne s’annule pas pour s > d. Le signeen s = n ne

d"epend alors que de I’ordre des zeros pour s > n : on trouve qu’il est "egal
a (_1)Za>n m(a).

3.12. Corollaire. Soit X un produit de courbes elliptiques sur k. Alors,
pour tout /, on a une suite exacte

0— CH"(X){l} = CH"(X)® Z; & H" (X, Qi/Zi(n))
— HZ (X, Zy(n)) — CHM(X) @ Q/Zy — HG(X, Qu/Zi(n)).
En particulier, on a une suite exacte

0 — Ker(CH™(X) ® Qi/Z — HZ'(X, Qu/Zi(n)))
— Coker(CH™(X) ® Zy % H?" (X, Zy(n)))
— Coker(CH"(X){I} = HZ' (X, Qi/Zi(n))) — 0

oll ¢l est la classe de cycle [-adique, cl est la classe de cycle & coefficients
divisibles et bl est le raffinement de Bloch de la classe de cycle [-adique sur
les cycles algébriques de torsion [2].

Démonstration. Cela r esulte imm “ediatement du diagramme commutatif de
suites exactes
0 0 0

CH(X){I}  =Hp (X, Qu/Zu(n)) —— HE'™(X,Q/Zi(n))

Zar

CHYX)®Z, =HM(X,Z(n)®Z, — H™

Zar cont

(X, Zy(n))

CH"X)® Q@ =H7(X,Z(n)) ® Q ——  HZ (X, Qu(n))

CH"(X)® Qi/Zi= H;..(X,Qi/Zy(n)) —— HZ(X,Qi/Zi(n))
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ou, compte tenu de la proposition 3.1, les 0 sup “erieurs du milieu et de droi-
te proviennent du corollaire 3.8 ¢) et e) et I’isomorphisme provient de ce
corollaire et du th eoréme 3.6. O

3.13. Corollaire (cf. [36, remark 5.6 a)], [40, §3]). Pour que I’application
cycle [-adique entiere CH™(X) ® Z; — H?" (X, Z;(n)) soit surjective, il
faut et il suffit que

(i) La classe de cycle a coefficients divisible CH™"(X) ® Q;/Z; -,
HZM(X,Q;/Z;(n)) soit injective ;

(ii) L’application de Bloch CH™(X){l} - H>"" (X, Q,/Zy(n)) soit
surjective. O

4. VARIETES OUVERTES

4.1. Lemme. Soit X une k-variété projective lisse de dimension d. Alors
sous les conditions suivantes

() d<1
(i) n<1

les groupes Hi;,(X,Z(n)) sont de type fini pour i # 2n + 1. lls sont finis
pour i # 2n, 2n + 1 ainsi que pour n. > d, et nuls pour ¢ < 0 sin > 0.

Démonstration. Si n = 0, I’"enonc’e r’esulte de [33, th. 3.2]. Supposons
n = 1:alors Z(1) = G,,[—1]. La suite exacte (3.2) se retraduit en une suite
exacte

41 - — H (X, Gp) — Hyy (X, Z(1))
— H2(X,G) ® QS HL(X,Gy) — ...

Le groupe H (X, G,,) ® Q est nul pour i # 3. Le groupe Hi}, (X, Z(1))
est donc nul pour ¢« < 0, isomorphe & E* pour i = 1 (ou E est le corps
des constantes de X)) donc fini, et isomorphe & Pic(X) pour i = 2, donc
de type fini par le th“eoréme de N "eron-Severi. Pour i > 3, il est isomorphe
a un quotient de H: (X, G,,); par la suite exacte de Kummer, ce groupe
est lui-méme isomorphe a H: (X, (Q/Z)'(1)) qui est fini par [6, th. 2].
Enfin, si X est un point, les A, (X, G,,) sont finis pour tout 4, donc aussi
les Hi;,(X,Z(1)). Ceci d 'emontre (ii).

Si X est un point ou une courbe, toute la strat“egie de d emonstration
conduisant au corollaire 3.8 s’applique : la conjecture de Tate est vraie pour
X et I’ equivalence rationnelle coincide avec I’ "equivalence num “erique, donc
le th“eoreme 3.6 est vrai pour X. On en d eduit (i). O
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4.2. Remarque. La generation finie de (X, Z(1)) implique la finitude
de H%(X,G,,) = Br(X), elle-méme “equivalente a la validit e de la conjec-
ture de Tate en codimension 1 pour X. On peut montrer qu’elle lui est
“equivalente.

4.3. Lemme. Soit X une k-variété lisse de dimension d. Alors sous les
conditions suivantes

i) d<1
(i) n<1
les groupes Hi;,(X,Z[1/p](n)) sont des Z[1/p]-modules de type fini pour

i <noui>2n+1.llssontfinis pouri ¢ [n,2n+ 1] ainsi que pour n > d,
et nuls pour i < 0sin > 0.

Démonstration. En partant du lemme 4.1, on utilise la méme m “ethode de
d“evissage que celle de [26, d’em. du th. 1] : c’est loisible car les groupes
Hi,(X,Z[1/p](n)) satisfont & un th"eoreme de purete, ce qui se r eduit a
la puret e de la cohomologie “etale [25, cor. 1.19] via I’isomorphisme (3.6)
(c’est pour avoir cette puret e qu’il est n “ecessaire d’inverser p). Le seul point
a verifier est qu’on ne “perd” pas de gen’eration finie quand on utilise le
th“eoréeme de de Jong [20].

Soit donc U — U un revétement fini de vari et es lisses, et supposons que
Hiy, (U, Z[1/p)(n)) soit un Z[1/p]-module de type fini. Par un argument
de transfert, Ker(Hjy, (U, Z[1/p](n)) — Hiy, (U, Z[1/p](n))) est d’exposant
fini, disons m. Mais H, ' (U, u&") = Hi,;* (U, u&") est fini par [8, Th. fi-
nitude], ce qui montre que ce noyau est fini, d’ou la gen’eration finie de
Hy, (U, Z[1/p](n)). O

La proposition suivante raffine le corollaire 2.3 :

4.4. Proposition. Soit U un ouvert de X, ou X est un produit de d courbes
elliptiques. Alors, dans les deux cas suivants :

(i) d<2
(i) n<2
les conclusions du lemme 4.3 sont vraies pour U.

Démonstration. Méme m “ethode que ci-dessus, en utilisant le corollaire 3.8
c) et le lemme 4.3. Plus pr“ecis 'ement :

Notons Z = X — U (structure r’eduite) et stratifions Z par sa chaine
canonique de lieux singuliers (Zy = Z, Z, 11 = (Z,)sing)- Il suffit de voir
que, pour tout ~ > 0, le groupe Hiy,(Z, — Z,41, Z[1/p](n — ¢,)) v erifie les
hypothéses du lemme 4.3, ou ¢, est la codimension de 7, dans X.

a) Sid < 2,les Z, — Z,_; sont soit des points soit des courbes, et on est
dans le cas (i) du lemme 4.3.
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b) Sin < 2,onan—c¢. < 1pourtout r, et on est dans le cas (ii) du
lemme 4.3. O

4.5. Théoréme. Soient X un produit de courbes elliptiques sur k et U un
ouvert de X. Alors les groupes

HOU, KCy), HY (U, KCs), H2(U, KCy) = CH2(U)

sont de type fini. Le groupe K5(K )inq €st égal a K;(k), ou K est le corps
des fonctions de X (ou de U).

Démonstration. Si I’on acceptait d’inverser p, ce r esultat se d “eduirait direc-
tement de la proposition 4.4 via [22, th. 1.1 et 1.6] ; pour obtenir un r "esultat
exact, on est oblig e de refaire la d 'emonstration (purete) avec la cohomo-
logie de Zariski motivique plutdt qu’avec la cohomologie de Lichtenbaum
motivique.

Traitons d’abord le cas de X : d’aprés [22, th. 1.6], les groupes cit’es
ne sont autres que H*(X,Z(2)) pour 7 respectivement %egal a 2,3,4 et 1.
D’autre part, d’apres loc. cit. , th. 1.1, I’lhomomorphisme H(X, Z(2)) —
H} (X, 7Z(2)) est bijectif pour i < 3 et injectif pour ; = 4. L’ "enonc e pour
les H'(X, K,) resulte donc encore du corollaire 3.8 c). De plus, on obtient
que K3(K )inq est de type fini. Mais, d’aprés Merkurjev-Suslin [35], I’ho-
momorphisme

Ks(]f) - K3(K)ind

est injectif a conoyau divisible; il est donc bijectif.

(Dans [22], nous travaillions avec le complexe I'(2) de Lichtenbaum : les
raisonnements sont identiques en remplagant I'(2) par Z(2) et en utilisant
les resultats de Merkurjev-Suslin [34, 35].)

Dans le cas g en “eral, on raisonne comme dans la d "'emonstration de la pro-
position 4.4, en utilisant le th“eoréme de puret e pour la cohomologie moti-
vique et le fait que les groupes H}. (X, Z(m)) sont de type fini pour m < 1

et toute k-vari et e lisse X : pour m = 0 c’est “evident et pour m = 1 cela se
r eduit a la g "en "eration finie de I'(X,,&(i = 1) et de Pic(X) (i = 2).® O

4.6. Théoréme. Soit K le corps des fonctions d’un produit de deux courbes
elliptiques. Alors on a des isomorphismes canoniques

(Ké”(K) o @ =YK, (Q/Z)’(i))> ® Zz) — Kn(K) © Zg)

0<i<n-—1

30n peut réduire la preuve de la génération finie de Pic(X) au cas projectif en passant
par le théor eme de de Jong, par le m"@me raisonnement que dans la démonstration du lemme
4.3.
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ol (Q/Z)'(i) = lim | i De plus, K)(K) est de torsion pour

—(m,car k)=

n > 3 et nul pour n > 4.

Démonstration. Supposons d’abord car & = 2. Alors le second facteur du
membre de gauche est nul. L’isomorphisme K}/ (K) ® Zy) — K, (K) ®
Zy) r'esulte de [14].

Supposons maintenant car k # 2. Pour construire le morphisme, on part
des isomorphismes de [24, th. 1] :

P HETTHEK pE) S K (K, Z/2Y).

0<i<n+1

En prenant la limite inductive sur v, on obtient des isomorphismes

D BN Qo/Zo(i) < Kyt (K, Qo/Zs).

0<i<n+1

On obtient I’homomorphisme de I’ 'enonc e en composant avec le Bock-
stein K, 11(K,Q2/Zy) — K,(K) ® Z et en n’egligeant les facteurs
1=mn,n+ 1.

Pour montrer que cet homomorphisme est un isomorphisme, on raisonne
comme dans [24] en utilisant la suite spectrale (convergente) de Bloch-
Lichtenbaum [5]

4.2) EPY = H™ (K, Z(—q)) = K_,_,(K).

Tout d’abord, le corollaire 4.4 montre que le groupe H., (K,Z(n)) estde
torsion pour i < n. Il en r’esulte que le Bockstein H_ (K, (Q/Z) (n)) —
H} (K,Z[1/p](n)) est un isomorphisme pour ¢ < n. D’autre part, la
conjecture de Milnor [47] et [15] montrent que les homomorphismes
H YK, Qy/Zy(n)) — Hi (K, Qa/Zy(n)) sont des isomorphismes pour
7 < n. On en d’eduit des isomorphismes
(4.3) H (K, Qa/Z2(n)) — H,

Zar

(K, Z(TL)) (29 Z(g), 7 < n.

En utilisant la compatibilit "e de (4.2) aux produits et aux transferts [10, 31]
et les isomorphismes (4.3), et en examinant la construction des homomor-
phismes du th“eoréme 4.4, on d "'emontre comme dans [24, §3] que ces der-
niers d “etruisent successivement les diff “erentielles de la suite spectrale (4.2)
(localis ee en 2) et scindent la filtration donn "ee par celle-ci sur I’aboutisse-
ment. Ceci conclut la d "'emonstration. O

4.7. Remarque. Soit U un ouvert d’un produit de deux courbes elliptiques.
On peut montrer que, pour tout n € Z

(i) C(U.s)=(1—q"*)"p(s),aveca, = 3 (—1)"" rg Hy(U, Z(n))
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2d

(i) ¢(n) = H ind(d,)V""" & une puissance de g prés

r=0
ou

a) Hp“(U,Z(n)) = Hy' ™" (U, Z(d — n))

b) 0, : HES(U,Z(n)) ® (Q/Z) — HE(U, Z(n))ors[1/p] €St UN CeI-
tain homomorphisme induit par I’homomorphisme 0 de (3.2), dont le
noyau et le conoyau sont finis

¢) ind(9,) = | Ker 0,|/| Coker 9,/

\oir [23, th. 9.16] et aussi le th“eoréme 5.8 (iv) et la d 'emonstration de la

proposition 5.15.

4.8. Remarque. Si I’on essaye d’ “etendre les r “esultats du th "eoréme 4.5 aux
poids sup “erieurs, on se heurte d’abord a la conjecture de Bloch-Kato (iso-
morphisme de la K -th "eorie de Milnor modulo m avec la cohomologie galoi-
sienne). Pour les besoins de la discussion, supposons celle-ci connue. Alors
le resultat principal de Geisser-Levine [15] implique que le morphisme ca-
nonique

Z(n) — 1<pr1Ra.aZ(n)
est un quasi-isomorphisme dans D~ ((Sm/k)s ). Concrétement, on en d "eduit
que, pour toute k-vari et’e lisse X, I’lhomomorphisme

Hy, (X, Z(n)) — He (X, Z(n))

Zar

est un isomorphisme pour 7 < n + 1 est est injectif pour i« = n + 2. Si
X est par exemple un produit de courbes elliptiques, cela implique via le
corollaire 3.8 ¢) que H}, (X, Z(n)) est de type fini pour i < n + 2.

Pour n < 2, ceci couvre toute la cohomologie motivique de X : c’est le
th“eoréme 4.5 dans le cas projectif. Examinons le cas n = 3. On obtient une
Suite exacte :

(X,Z(3)) — HL(X,Z(3)) — Hyo(X, R°0.Z(3))

— CH*(X) — HY(X,7Z(3)).

Ceci montre que sous la conjecture de Bloch-Kato et pour un produit de
courbes elliptiques X, C H3(X) est de type fini si et seulement si le groupe
de cohomologie non ramifiée HY, (X, R°«.Z(3)) est de type fini.

Pour rendre la discussion ci-dessus inconditionnelle, on peut localiser en
[ = 2 et utiliser le th“"eoreme de Voevodsky [47]. On peut aussi localiser en
[ = p et utiliser le th“eoréme de Geisser-Levine [14].

0— HS

Zar

5. RETOUR AUX MOTIFS

5.1. Motifs purs. Rappelons que A d’esigne la cat egorie des k-motifs de
Chow a coefficients rationnels, et A la cat“egorie des motifs purs modulo
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I’ equivalence num “erique (“egalement a coefficients rationnels). Donnons-
nous un nombre premier [. Introduisons quelques sous-cat ‘egories pleines
de A:

- A,; : motifs M tels que I’action de Frobenius sur H°(M, Q;) soit
semi-simple pour la valeur propre 1. C’est une sous-cat ‘egorie additive
(stable par sommes directes) et “epaisse (Stable par facteurs directs),
donc semi-ab “elienne puisque A I’est. Elle est aussi monoidale (stable
par produit tensoriel) et rigide (stable par duaux).

— Ay - motifs de dimension finie au sens de Kimura. Elle est aussi
additive, semi-ab "elienne, monoidale et rigide [28].

— A;; : motifs M tels que les homomorphismes

AL, M) ® Q — H(M, Q)¢
AL, MY)® Q — H' (MY, Q)¢

soient surjectifs, oi G = Gal(k/k). Elle est additive, semi-ab elienne,
stable par duaux mais pas a priori par produit tensoriel. Toutefois, elle
est stable par torsion a la Tate.
La categorie 4 ;N Ay, cOntient les motifs de vari ‘et es ab “eliennes et leurs
tordus a la Tate. Conjecturalement, on a A ; = Ay = Ay = A.

5.1. Proposition. La catégorie A, = A,; N A;; ne dépend pas de [. Pour
tout M € A, ,0na

dim A(1, M) = — ord,—o (M, s)

ou (M, s) est la fonction zéta de M [29]. Pour tout et tout nombre premier
[, I’action de Frobenius sur H! (M, Q) est semi-simple; son polyndme

C

caractéristique ne dépend pas de !.

Démonstration. Cela resulte de (la d 'emonstration de) [45, th. 2.9]. (Pour
le polyndme caract “eristique de I’action de Frobenius, I’ind "ependance de [
resulte de I’hypothése de Riemann [9] et de [27] et est valable pour tout
M € A, par r eduction aux vari et “es projectives lisses.) O

5.2. Théoreme. Soit A" = A, N Ayim. Alors, pour tout M € A’, I’homo-
morphisme

A1, M) — A1, M)
est bijectif.

Démonstration. Cela se d 'emontre comme le th eoréme 1.7. O

5.3. Proposition. Pour M € A’, ona H'(M, Q) = 0 pour i # 0.
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Démonstration. Méme d 'emonstration que [12, th. 3.3] : on peut supposer
M simple. Si M # 1,0na Fy; # 1d’oul’’enonc’e. Si M = 1, I’ "enonc e est
“evident. O

5.4. Remarque. Soit A la sous-cat 'egorie “epaisse de A engendr "ee par les
motifs des produits de courbes elliptiques et leurs tordus a la Tate. Alors
Aar € A’ d’aprés [44]. Cette sous-cat ‘egorie est rigide. Il en r esulte via le
th“eoréme 5.2 (ou par le th eoréme 1.7) que le foncteur induit

Aell - Aell

est une “equivalence de cat“egories. En particulier, 4l est abelienne semi-
simple.

Nous allons maintenant donner un analogue du th“eoréme 5.2 pour les
objets de A’. Pour cela, nous avons besoin d’introduire une autre cat "egorie :
les motifs de Chow étales.

5.5. Définition. La cat egorie Chow, des motifs de Chow “etales est d "efinie
de la maniére suivante :

a) On introduit la cat“egorie des correspondances de Chow “etales effec-

tives CorS, dont les objets sont k-vari et es projectives lisses (X

[X]) et les morphismes des el "'ements des groupes
Corg ([X], [Y]) = HZ"™X(X x Y, Z(dim X))
la composition “etant induite par la formule habituelle.

b) On construit la cat "egorie des motifs de Chow “etales effectifs Chosff
un objet est un couple ([X], p), ol p = p? € Cors ([X], [X]) ® Q; un
morphisme de ([X], p) vers ([Y], ¢) estun el ement f € C&f([X], [V])
tel que f = ¢fp, ou f est I'image de f dans Corgf([X],[Y]) ®Q;la
composition des morphismes est induite par celle de CorS.

c) On passe de ChovvgiT a Chowy, en inversant le motif de Lefschetz. On
note h : SmProj/k — Chowy le foncteur “evident.

La cat ‘egorie Chow, est additive, pseudo-ab "elienne, monoidale sym “etri-
que rigide. On a un foncteur “evident (additif, tensoriel)

./4 — (ChOWét) X Q

qui est pleinement fidéle par la proposition 3.1 et méme essentiellement
surjectif puisque les deux cat ‘egories sont pseudo-ab “eliennes. On en d “eduit
un foncteur (additif, tensoriel)

(5.1) Chowy — A

bien d“efini a isomorphisme naturel tensoriel prés, et essentiellement surjec-
tif par construction.
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On notera que si ([X],p) € Cor&", il existe m € Z — {0} tel que mp

provienne d’un j € Coré ([X], [X]). Un tel 5 induit des morphismes [X] —
([X],p) et ([X],p) — [X], dont la composition dans les deux sens est la
multiplication par m & torsion prés. Par contre, ([X], p) n’est pas en g en “eral
facteur direct de [ X].

Soit ¢ la “premiere classe de Chern” de O(1) dans HZ, (P!, Z(1)) =
Pic(P?), et aussi son image dans H2,(P', Z(1)). Le cup-produit par c d efi-
nit, pour tout k-vari ‘et e lisse X, des homomorphismes
(5.2)

Hip (X, Z(n)) & Hip*(X, Z(n — 1)) — Hiy(X x P1,Z(n)) (i,n € Z)

ou, pour n < 0, on definit
Hyy (X, Z(n)) := Hy (X, (Q/Z) (n))

avec
(Q/Z) (n) = lim p,".
(m,p)=1
5.6. Lemme (Formule du fibr e projectif). Les homomorphismes (5.2) sont
bijectifs.

Démonstration. Grace a (3.2), on se reduit a d 'emontrer la méme formule
en cohomologie “etale. Cela revient a d 'emontrer que le morphisme corres-
pondant dans la cat "egorie d “eriv ee

(5.3) a*Z(n) @ o Z(n — 1)[—2] — Rp.p*a”Z(n),

ou p est la projection Sm /P! — Sm/k, estun quasi-isomorphisme. Cela se

d "emontre par un argument de triangle, en tensorisant (5.3) par Q et par Z /I,
ou [ est un nombre premier, et en utilisant les th 'eorémes du fibr e projectif
correspondants (cf. [22, d "em. du th. 5.1]). Apres tensorisation par Q, on est
ramen’e a de I’hypercohomologie de Zariski via la propostion 3.1 et cela
r ‘esulte alors de [3, th. 7.1] ; aprés tensorisation par Z /I, cela r esulte de [21,
th. 2.2.1] sil # petde [17, cor. 1.2.1.12] si | = p. O

5.7. Proposition. Le foncteur bigradué
X Hy (X, Z(n))
des variétés projectives lisses vers les groupes abéliens induit un foncteur
gradué
Chowy — Ab*
M — H},(M,Z)

tel que ¥, (h(X)(n),Z) = H{;*" (X, Z(—n)) pour toute variété projective
lisse X ettoutn € Z.
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Démonstration. Cela r“esulte du lemme 5.6. Plus pr "ecis 'ement, si ([X],p) €
Cor™, on d efinit

Hyy, (X, p), Z(n)) = {z € Hy (X, Z(n)) | pi = &}
ou & est I'image de x dans H{, (X, Z(n)) ® Q. O

De méme, pour tout /, la cohnomologie “etale continue induit un foncteur
gradu’e

Chowyy — Z; — Mod*
M HE (M, Z,)

cont

et on a une transformation naturelle
(54) H;V(_7Z> ®Zl - H:ont(_azl)'

Afin d” "enoncer le th eoreme suivant, d efinissons des groupes(Ar, Q)
pour tout M € Chowyg; : d’une part, les correspondances de Chow “etales
opérent sur la cohomologie de Hodge puisque celle-ci peut s’exprimer en
termes de cohomologie “etale. D’autre part, pour toute vari ‘et e projective lisse
X, on a un isomorphisme

HI(X, Q) @ HI7 (X, Q1) =5 HI(X x P, Q)

induit par le cup-produit par la “premiére classe de Chern” de O(1) dans
HY (P! Q). Ceci justifie le fait que la d efinition

H(h(X)(n), Q') = HI7"(X, Q")

-

s’ "etend a Chow; par passage aux facteurs directs.

5.8. Théoreme. Soit Chow’, I’image réciproque de A’ par le foncteur (5.1).
Alors,
a) Pour tout /, la restriction de (5.4) & Chow?, est un isomorphisme de fonc-
teurs.
b) Pour tout M € Chow,, les groupes Hy;-(M, Z) sont de type fini. lls sont
finis pour 7 # 0, 1 et nuls sauf pour un nombre fini de valeurs de i. L’homo-
morphisme HYy, (M, Z) - H},,(M,Z) a un noyau et un conoyau finis. De
plus :

(i) L’accouplement

HY(M,Z) x Hy,(MY,Z) — Z

induit par la fleche de dualité 1 — M ® MV est parfait modulo
torsion.
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(if) Les accouplements analogues
Hyf (M, Z)wors < Hy! (MY, QJZ) — Q/Z
induisent des accouplements parfaits de groupes finis
Héf;l(M, Z)iors X HV“}“(MV, Z)iors — Q/Z.
(iii) L’homomorphisme canonique
Chow?, (M, 1) — Hy, (M, Z)

est bijectif.
(iv) Soit M I’image de M dans .A’. Alors I’ordre du pdle de C(M, s) est

égalam =rg HY,(M,Z) = dim A’'(M,1). Ona
lim(1 = )" C(A1,5) = q* " T] | Hi (M. Blon V' - RO

ou R(M) est le déterminant de I’accouplement de (i) modulo tor-
sion par rapport a des bases qualconques des groupes accouplés
et

X(M,0) = " (=1)1 (=)™ h; ; = dimy H (M, '),
irj
En particulier, le second membre ne dépend que de 1.

Démonstration. On procéde comme au §3. O

5.9. Remarques (concernant le th eoreme 5.8 (iv)).

(1) Ceci donne un sens precis a [37, conj. 7.3], ou le terme x (M, O)
(note (M, ©,0)) n’ etait pas d efini. En fait, les groupes (@1, /)
n’ont pas de sens individuellement pour A/ € A, puisqu’ils sont
annul"es par p. Il n’est pas clair que x (M, O) ne d epende que da’.

(2) Pour n € Z, la valeur speciale de (M, s) en s = n s’obtient en
appliquant ce resultata M (—n).

(3) On peut pr“eciser le signe dans I’expression donn “ee, exactement com-
me dans la remarque 3.11.

(4) Lefoncteur Chows, — A “etant essentiellement surjectif, le th "eoréme
5.8 (iv) decrit les valeurs sp "eciales de (\/, s) pour tous les motifs
MeA.

Pour M € Chow,, posons H{, (M, Z(n)) = H& > (M(—n), Z).
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5.10. Corollaire (“principe d’identit e de Manin arithm “etique™). Soit f : M
— M’ un morphisme de C'howl,. Supposons que f* : H} (M’ Z(n)) —
H},(M,Z(n)) et f. : H},(MY,Z(n)) — H{,((M')",Z(n)) soient des
isomorphismes pour tout ¢,n € Z (de maniére équivalente via (3.2), rem-
placer la cohomologie de Lichtenbaum par la cohomologie étale). Alors

a) (M, s) =((M,s);

b) f induit un isomorphisme dans A’. (On pourrait dire que f est une
isog “enie.)

(Ce r’esultat est faux si I’on prend des coefficients rationnels : prendre
M = 0 et pour M’ un motif simple qui n’est pas une puissance du motif de
Lefschetz.)

Démonstration. Soit f € Q(t) tel que f(n) soit defini et “egal & +1 pour
tout n > 0 : alors f est constant, ‘egal @ +1. Ceci et le th’eoreme 5.8
b) (iv) montre que, sous les hypothéses, ((M,s)/C(M’,s) = +1. Mais
lim ((M,s) = SEIJPOOC(M/’ s) = 1, d’ou a). En utilisant I’hypothése de

s§— 400

Riemann, il s’ensuit que f* induit des isomorphismes sur tous les groupes
de cohomologie Q;-adique g 'eom “etriques, et donc sur les H—, Q) d’aprés

le th“eoreme 5.8 a) et b) (iii), ainsi que la proposition 3.1. b) r esulte mainte-
nant du principe d’identit e de Manin (g 'eom “etrique). O

5.2. Motifs mixtes. Notons D lacategorie D, (k) de Voevodsky [46]

et D = DM ® Q. Par ailleurs, choisissons une sous-cat ‘egorie “epaisse
A" C A’ qui soit rigide, c’est-a-dire stable par produit tensoriel : on peut
par exemple prendre A” = A.;. D’apres le th eoréme 5.2, A est ab "elienne
semi-simple. Soit D” la sous-cat "egorie “epaisse (triangul ee) de D engendr ee
par I’image essentielle de .A” via le foncteur de loc. cit. , prop. 2.1.4. Notons

0 : A — D ce foncteur, ainsi que sa restriction a A”.

5.11. Proposition. Pour tous M, N € A”,on a

0 pour i # 0

D"(6(M),6(N)[i]) = {A”(M N) pour i = 0.

Démonstration. Vu le corollaire 5.3, il suffit de d "'emontrer que pour M, N €
A, on a un isomorphisme canonique
D'(5(M),8(N)[i]) = H'(M & NV, Q).

Par dualit“e, on se ramene au cas N = 1. On se ramene ensuite au cas ou
M est de la forme h(X)(n) ou X est projective lisse. La formule resulte
alors de [46, cor. 3.2.7] et du th 'eoréme de simplification [48], qui est main-
tenant valable sur un corps parfait quelconque. O

Le th eoréme suivant est une variation sur le theme de [38, th. 2.49].
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5.12. Théoréme. La catégorie D" est semi-simple : tout triangle exact est
somme directe de triangles scindés. Le foncteur ¢ induit une équivalence de
catégories

A - (A//)(N) - D"
(M;) @5(%)[@’].

Démonstration. En quatre “etapes :
1) A est pleinement fidéle. En effet, pour (M), (V;) € (A")™N, ona

(AYN((M;), (N7)) = EB(A”)(MZ-, ;)

et

D" (@@s(lil. P (V) 1i)) = P D" (5(M:). 6(N;)[j — i)
= D D" (6(M;). 5(N) = P A" (M., N)

2

par la proposition 5.11.

2) L’image essentielle de A est stable par triangles. Cela r esulte faci-
lement du fait que dans une cat egorie ab "elienne semi-simple, tout mor-
phisme est somme directe d’un morphisme nul et d’un isomorphisme (cf.
par exemple [1, lemme A.2.13]).

3) A est essentiellement surjectif. Cela d ecoule de 2) et de la definition
de D”.

4) 1l reste a voir que D” est semi-simple : cela d ecoule encore de [1,
lemme A.2.13]. O

5.13. Corollaire. Le foncteur ¢ induit une équivalence de catégories

Db<A//) ;} D//.
Démonstration. En effet, puisque .A” est semi-simple, D°(A") coincide
avec le membre de gauche de I’ ‘equivalence de cat“egories A du th“eoréme
5.12. [

5.14. Corollaire. Soit U € Sm/k tel que M(U) € D". Alors, pour tout
[ # p, I’action de Frobenius sur H} (U, Q;) est semi-simple. De plus, le
polyndme caractéristique de cette action est indépendant de /.

Démonstration. Par le th "eoréeme 5.12, on peut “ecrire M (U) comme somme
directe de motifs de la forme 6(M)[:], avec M € A”. Le corollaire resulte
alors de la proposition 5.1. O
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Nous ne sommes pas en mesure d’appliquer directement le corollaire
5.14 a un ouvert d’un produit de deux courbes elliptiques. Toutefois, on
peut lui appliquer la méme m “ethode, au prix d’un petit effort.

5.15. Proposition. Un ouvert U d’un produit de deux courbes elliptiques
X veérifie la conclusion du corollaire 5.14.

Démonstration. On peut supposer U dense. Soit 7 = X — U (structure

r ‘eduite). Supposons d’abord dim Z = 1. Soit Z le lieu singulier de 7 :

il est de dimension < 0. Consid erons la compl“et"ee projective lisse C' de
7 — 7' en utilisant le fait que la conjecture de Tate est vraie pour X x C
[42, th. 3], on obtient que

D(M(X),M(C)[i]) =0pouri #0
d’ou I’on d eduit par devissage (utilisant le triangle exact de Gysin de [46,
prop. 3.5.4]) que M (U) est somme directe de motifs de la forme &(M)[d],

avec M € A’. On peut alors lui appliquer la proposition 5.1. Le cas ou
dim Z = 0 est plus facile. 0J

6. PROSPECTIVE
Rappelons le resultat principal de [25] :

6.1. Théoreme ([25, th. 3.4]). Les trois conjectures suivantes sont équiva-
lentes :

(i) Le théoréme 1.7 (avec X’ = Spec k) et le corollaire 2.1 sont vrais
pour toute k-variété projective lisse X.

(i) Pourtoutn > 0, le morphisme ®,, du lemme 3.5 (relatif a un nombre
premier [ # p donng) est un quasi-isomorphisme.

(iif) Pour tout n > 0, le complexe Z;(n)¢, (relatif & un nombre premier
[ # p donné) est malléable (voir [25, def. 2.16] pour la @finition
de malléable).

Les methodes prec "edentes conduisent en fait a d’autres formulations de
ces conjectures :

6.2. Théoreme. Les conjectures du théoréme 6.1 sont encore équivalentes
aux suivantes :

(iv) Pour toutn > 0, le morphisme (3.4) (relatif a un nombre premier
[ # p donné) est un quasi-isomorphisme dans D(7z) (cf. mise en
garde 3.2.1).

(iv bis) Pour tout n > 0, le morphisme (3.5) ou (3.8) (relatif & un nombre
premier [ donné) est un isomorphisme pour toute k-variété projec-
tive lisse X.
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(iv ter) Pour tout n > 0, tout nombre premier [ et toute k-variété projec-
tive lisse X, les morphismes (3.5) et (3.8) sont des isomorphismes.

(v) Pour toute k-variété projective lisse X, les groupes H{, (X, Z(n))
sont de type fini.

(v bis) Pour toute k-variété lisse X, les groupes H}; (X, Z[1/p](n)) sont
des Z[1/p]-modules de type fini.

(v ter) Pour toute k-variété projective lisse X, les groupes Hjy, (X, Z(n))
sont des Z;)-modules de type fini, ol [ est un nombre premier donneé.

(vi) Pour toute k-variété projective lisse X, la forme forte de la conjec-
ture de Tate (concernant { (X, s)) est vraie et le motif de Chow h(X)
est de dimension finie au sens de Kimura®*. (Avec les notations du
théoreme 5.2 : A" = A))

(vi bis) Pour toute k-variété projective lisse X, la forme forte de la conjec-
ture de Tate est vraie et I’algébre des correspondances de Chow
A = CHI™X(X x X) ® Q est semi-primaire : son radical de
Jacobson R est nilpotent et A/ R est semi-simple.

(viter) La conjecture de Tate (cohomologique, relative a un nombre pre-
mier [ donng) est vraie pour les k-variétés abéliennes et la catégorie
rigide A des k-motifs de Chow a coefficients rationnels est en-
gendrée par les motifs de variétés abéliennes et les motifs d’Artin.

Démonstration. (ii) <= (iv) : cela r’esulte du lemme 3.5, puisque le
foncteur R, est conservatif.

(i) = (iv ter) : on procede comme dans la preuve du th 'eoreme 3.6.

(iv ter) = (v) : on procéde comme dans la preuve du corollaire 3.8.

(v) = (v bis) : on procede comme dans la d 'emonstration du lemme 4.3.

(v bis) = (v ter) pour [ # p : c’est “evident.

(V) = (v ter) : c’est “evident.

(v ter) = (iv bis) : notons K (n) le cdne de (3.4). L’hypothése implique
que, pour toute k-vari et e projective lisse X, les groupes (X, K (n)) sont

des Z;-modules de type fini. D’autre part, on sait que (3.4)% Z/1 est un
quasi-isomorphisme ([15, th. 1.5] ou [14] selon que [ # p ou que [ = p).
Par cons ‘equent, les H,, (X, K (n)) sont uniquement divisibles, donc nuls.
(iv bis) = (iv) : on procéde comme dans [25, lemme 3.8] : r 'eduction a
(3.4)®Q), puis puret e et th“eoreme de de Jong.
(i) = (vi ter) : la premiére partie de (vi ter) resulte de (i) d’aprés [45].
La deuxiéme partie est une cons ‘equence classique de la conjecture de Tate
4Kimura conjecture le second énoncé sur tout corps de base : cela résulterait des conjec-

tures standard et de I’existence d’une décomposition de Chow-K unneth 7 la Murre, cf. [1,
ex. 9.2.4]
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forte pour toutes les vari et es (qui r esulte de (i)) pout, cf. [38, rem. 2.7];
mais (i) implique que 4 — A est une “equivalence de cat egories.

(vi ter) = (vi) : c’est clair, puisque le motif d’une vari“et’e ab elienne
est de dimension finie au sens de Kimura [28, ex. 9.1], ainsi que tout mo-
tif d’Artin, que la forme forte de la conjecture de Tate resulte de la forme
cohomologique et de la semi-simplicit e de I’action de Frobenius sur la co-
homologie [45], et que cette derniere est vraie pour les vari ‘et "es ab “eliennes
[49].

(vi) = (vi bis) : cela resulte de [1, prop. 9.1.14] et du th"eoréme de
Jannsen [19].

(vi bis) = (i) : on procede comme dans la d 'emonstration du th “‘eoreme
1.7 et du corollaire 2.1. O

Les resultats de [39] indiquent qu’on peut prouver la conjecture de Tate
pour “beaucoup” de vari ‘et "es ab “eliennes sur . La formulation de la conjec-
ture des theoréemes 6.1 et 6.2 qui nous semble la plus prometteuse est (vi
ter), mais nous nous garderons bien de faire une conjecture sur la d ‘emons-
tration d’une conjecture !

REFERENCES
[1] Y. André, B. Kahn Nilpotence, radicaux et structures monoidales, prépublication, 2001
(rév. 2002), ArXiv math.CT/0203273.

[2] S. Bloch Torsion algebraic cycles and a theorem of Roitman, Compos. Math. 39
(1979), 107-127.

[3] S. Bloch Algebraic cycles and higher K -theory, Adv. Math. 61 (1986), 267—304.

[4] S. Bloch Algebraic cycles and the Beilinson conjectures, The Lefschetz centennial
conference (Mexico City, 1984), Contemp. Math. 58 (1), AMS, 1986, 65—79.

[5] S.Bloch, S. Lichtenbaum A spectral sequence for motivic cohomology, prépublication,
1996.

[6] J.-L. Colliot-Thél ene, J.-J. Sansuc, C. Soulé Torsion dans le groupe de Chow de codi-
mension 2, Duke Math. J. 50 (1983), 763-801.

[7] P. Deligne, N. Katz Groupes de Monodromie en géométrie algébrique (SGA 7), II,
Lect. Notes in Math. 340, Springer, 1973.

[8] P. Deligne et al. Cohomologie étale (SGA 4 1/2), Lect. Notes in Math. 569, Springer,
1977.

[9] P. Deligne La conjecture de Weil, I, Publ. Math. IHES 43 (1974), 5-77.

[10] E. Friedlander, A. Suslin The spectral sequence relating algebraic K-theory and mo-
tivic cohomology, a paraTitre aux Ann. Ec. Norm. Sup.

[11] O. Gabber Sur la torsion dans la cohomologie /-adique d’une variété, C. R. Acad.
Sci. Paris 297 (1983), 179-182.

[12] T. Geisser Tate’s conjecture, algebraic cycles and rational K -theory in characteristic
p, K-Theory 13 (1998), 109-122.

[13] T. Geisser Weil-étale motivic cohomology, prépublication, 2002.



32 BRUNO KAHN

[14] T. Geisser, M. Levine, The K-theory of fields in characteristic p, Invent. Math. 139
(2000), 459—493.

[15] T. Geisser, M. Levine, The Bloch-Kato conjecture and a theorem of Suslin-Voevodsky,
J. reine angew. Math. 530 (2001), 55-103.

[16] D. Grayson Finite generation of the K -groups of a curve over a finite field (after D.
Quillen), Lect. Notes in Math. 966, Springer, 1982, 69—90.

[17] M. Gros Classes de Chern et classes de cycles en cohomologie de Hodge-Witt loga-
rithmique, Mém. Soc. Math. France 21, 1985.

[18] G. Harder Die Kohomologie S-arithmetischer Gruppen uber Funktionenkorpern,
Invent. Math. 42 (1977), 135-175.

[19] U. Jannsen, Motives, numerical equivalence and semi-simplicity, Invent. Math. 107
(1992), 447-452.

[20] P.A.de Jong Smoothness, semi-stability and alterations, Publ. Math. IHES 83 (1996),
51-93.

[21] J.-P. Jouanolou Cohomologie de quelques schémas classiques et théorie cohomolo-
gique des classes de Chern, Exposé 7 in Séminaire de Géométrie algébrique du Bois-
Marie (SGADS), Lect. Notes in Math. 589, Springer, 1977, 282—350.

[22] B. Kahn Applications of weight-two motivic cohomology, Doc. Math. 1 (1996), 395—
416.

[23] B. Kahn A sheaf-theoretic reformulation of the Tate conjecture, prépublication de
I’Institut de Mathématiques de Jussieu no 150, 1998, ArXiv math.AG/9801017.

[24] B. Kahn K-theory of semi-local rings with finite coefficients andétale cohomology,
“a para’itre a K-theory.

[25] B. Kahn The Geisser-Levine method revisited and algebraic cycles over a finite field,
“a para’itre aux Math. Ann.

[26] B. Kahn Calculations in étale cohnomology, prépublication, 2001.

[27] N. Katz, W. Messing Some consequences of the Riemann hypothesis for varieties over
finite fiels, Invent. Math. 23 (1974), 73—77.

[28] S.I. Kimura, Chow motives can be finite-dimensional, in some sense, a para’itre au J.
of Alg. Geom.

[29] S. Kleiman Motives, Algebraic geometry, Oslo 1970 (Proc. Fifth Nordic Summer-
School in Mathematics), pp. 53—82, Wolters-Noordhoff, Groningen, 1972.

[30] C. Kratzer A-structure en K -théorie algébrique, Comment. Math. Helv. 55 (1970),
233-254.

[31] M. Levine K-theory and motivic cohomology of schemes, I, prépublication, 2001.

[32] S. Lichtenbaum Values of zeta functions at non-negative integers, Lect. Notes in
Math. 1068, Springer, 1984, 127-138.

[33] S. Lichtenbaum The Weil-étale topology, prépublication, 2001.

[34] A. Merkurjev, A. Suslin K-cohomologie des variétés de Severi-Brauer et homomor-

phisme de reste normique (en russie), lzv. Akad. Mauk. SSSR 46 (1982), 1011-1046.
Traduction anglaise : Math. USSR lzvestiya 21 (1983), 307—340.

[35] A.S. Merkurjev, A.A. Suslin Le groupe K3 pour un corps (en russe), Izv. Akad. Nauk
SSSR 54 (1990), 339—356. Trad. anglaise : Math. USSR lzv. 36 (1990), 541-565.



PRODUITS DE COURBES ELLIPTIQUES SUR UN CORPS FINI 33

[36] J. S. Milne Values of zeta functions of varieties over finite fields, Amer. J. Math. 108
(1986), 297—360.

[37] J. S. Milne Motivic cohomology and values of the zeta function, Compositio Math.
68 (1988), 59—-102.

[38] J. S. Milne Motives over finite fields, in Motives (Seattle, WA, 1991), Proc. Sympos.
Pure Math., 55, Part 1 (1994), Amer. Math. Soc., Providence, RI, 401-459.

[39] J. S. Milne The Tate conjecture for certain abelian varieties over finite fields,
prépublication, 1999.

[40] J. S. Milne, N. Ramachandran Integral motives and special values of zeta functions,
prépublication, 2002 (version préliminaire), ArXiv math.NT/0204065.

[41] D. Quillen On the cohomology and the K -theory of the general linear group over a
finite field, Ann. of Math. 96 (1972), 179-198.

[42] C. Soulé Groupes de Chow et K-théorie de variétés sur un corps fini, Math. Ann.
268 (1984), 317—-345.

[43] C. Soulé Opérations en K -théorie algébrique, Can. Math. J. 37 (1985), 488-550.

[44] M. SpieR Proof of the Tate conjecture for products of elliptic curves over finite fields,
Math. Ann. 314 (1999), 285-290.

[45] J. Tate Conjectures on algebraic cycles in [-adic cohomology, in Motives, Proc. Sym-
posia Pure Math. 55 (1), AMS, 1994, 71-83.

[46] V. Voevodsky Triangulated categories of motives over a field, in Cycle, transfers and
motivic cohomology theories, Annals of Math. Studies 143, 2000.

[47] V. Voevodsky The Milnor conjecture, prépublication, 1996.
[48] V. Voevodsky Cancellation theorem, prépublication, 2002.
[49] A. Weil Courbes algébriques et variétés abéliennes, Hermann, 1954,

INSTITUT DE MATHEMATIQUES DE JUSSIEU, 175—-179 RUE DU CHEVALERET,
75013 PARIS, FRANCE.
E-mail address: kahn@rat h. j ussi eu. fr



