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ABSTRACT. We prove that if X is a product of elliptic curves over a
finite field k, rational and numerical equivalences agree on X . The proof
uses Soulé’s idea [42], U. Jannsen’s semi-simplicity theorem [19], M.
Spieß’s proof of the Tate conjecture for such varieties [44] and a result
of Y. André and the author [1] inspired by S.I. Kimura’s results on finite-
dimensional Chow motives [28]. We give some consequences, among
which : the conjectures of Lichtenbaum [32, §7] hold true for X , the se-
cond Chow group of X is finitely generated, the Beilinson-Soulé conjec-
ture holds in weight n for the function field of X provided n ≤ 2 or
dim X ≤ 2. Also, if U is an open subset of X with dim X ≤ 2, the
action of Frobenius on H∗

c
(Ū ,Ql) is semi-simple and its characteristic

polynomial does not depend on l 6= char k.

INTRODUCTION

Soient k un corps fini et X un produit de courbes elliptiques sur k. Le but
de cet article est de d émontrer les th éorèmes suivants :

Théorème 1 (cf. th. 1.7). L’équivalence rationnelle est égale à l’équivalen-
ce numérique (à coefficients rationnels) sur X .

Théorème 2 (cor. 3.10). Les conjectures de Lichtenbaum [32, §7] sont
vraies pour X .

Théorème 3 (th. 4.5). Pour tout ouvert U de X , les groupes H 0(U,K2),
H1(U,K2) et H2(U,K2) = CH2(U) sont de type fini. Le groupe K3(K)ind

est égal à K3(k), où K est le corps des fonctions de X (ou de U ).

Théorème 4 (cor. 2.3). La conjecture de Beilinson-Soulé est vraie en poids
n pour le corps des fonctions de X pourvu que n ≤ 2 ou que dim X ≤ 2.

Théorème 5 (th. 4.6). Soit K le corps des fonctions d’un produit de deux
courbes elliptiques. Alors on a des isomorphismes canoniques pour tout
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n ≥ 0
(

KM
n (K)⊕

⊕

0≤i≤n−1

H2i−n−1(K, (Q/Z)′(i))

)

⊗ Z(2)
∼
−→ Kn(K)⊗ Z(2)

où (Q/Z)′(i) = lim
−→

(m,car k)=1

µ⊗i
m .

Théorème 6 (prop. 5.15). Supposons dim X = 2, et soit U un ouvert de
X . Alors, pour tout l 6= p, l’action de Frobenius sur H∗

c (U,Ql) est semi-
simple. De plus, le polynôme caractéristique de cette action est indépendant
de l.

Nous d émontrons des r ésultats plus pr écis, faisant intervenir une nouvelle
cohomologie introduite par S. Lichtenbaum [33] : voir §3 pour les d étails.

La d émonstration du th éorème 1 utilise quatre ingr édients de manière es-
sentielle : la d émonstration par M. Spieß de la conjecture de Tate cohomolo-
gique pour ces vari ét és [44], le fait que la conjecture de semi-simplicit é est
vraie pour leur cohomologie, la semi-simplicit é de la cat égorie des motifs
modulo l’ équivalence num érique due à U. Jannsen [19] et un raffinement
d’un r ésultat de S.I. Kimura [28, prop. 7.5] dû à Y. Andr é et à l’auteur [1,
prop. 9.1.14]. La technique de d émonstration, quant à elle, remonte à l’ar-
ticle s éminal de C. Soul é [42] via T. Geisser [12].

Le th éorème 2 se d éduit du th éorème 1 de manière relativement classique
[36, 37] ; toutefois, l’introduction de la cohomologie de Lichtenbaum men-
tionn ée ci-dessus simplifie bien les choses et conduit à des r ésultats plus
pr écis (corollaire 3.8). Il faut un peu d’effort pour d éduire la version “glo-
bale” des conjectures de Lichtenbaum de leur version localis ée en chaque
nombre premier : à cet égard, le lemme 3.9 est fort utile.

Le th éorème 4, quant à lui, se d éduit assez facilement du r ésultat de Geis-
ser selon lequel la conjugaison des conjectures de Tate et de Beilinson (la
dernière pr édisant que le th éorème 1 est vrai pour toute k-vari ét é projective
lisse X) implique la conjecture de Parshin (cf. corollaire 2.2).

La m éthode de d émonstration des th éorèmes 1 et 2 conduit à de nouvelles
formulations des trois conjectures dont nous avons d émontr é l’ équivalence
dans [25, th. 3.4] : voir th éorème 6.2.

Cet article est construit comme suit. Au §1, nous d émontrons le th éorème
1. Dans les paragraphes suivants, nous “tirons les marrons du feu” : cette
op ération demande à l’occasion le port de gants ignifuges. Les cons équen-
ces du th éorème 1.7 que nous donnons sont toutes des cas particuliers de
cons équences des trois conjectures équivalentes de [25, th. 3.4], dont beau-
coup ont ét é d éjà d égag ées dans [23] : nous nous sommes efforc é de r édiger
les d émonstrations de telle manière qu’elles puissent être reproduites telles
quelles quand ces conjectures seront d émontr ées.
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Au §2 nous donnons quelques cons équences imm édiates du th éorème 1,
dont le th éorème 4. Au §3, nous introduisons la cohomologie de Lichten-
baum (à coefficients dans les complexes de cycles de Bloch), étendons les
classes de cycles motiviques l-adiques de [25] (l 6= p = car k) en des
classes émanant de la cohomologie de Lichtenbaum motivique et construi-
sons une classe de cycle p-adique correspondante ; nous d émontrons ensuite
leur bijectivit é pour les produits de courbes elliptiques. Nous en d éduisons
le th éorème 2 et des propri ét és de finitude pour la cohomologie motivique
de Lichtenbaum, meilleures que pour la cohomologie motivique étale. Nous
en d éduisons aussi une formule pour le conoyau de l’application “classe de
cycle l-adique entière” CHn(X)⊗Zl → H2n

cont(X,Zl(n)) (corollaire 3.12).
Au §4, nous d émontrons quelques r ésultats sur les ouverts d’un produit

de courbes elliptiques et sur son corps des fonctions, dont les th éorèmes 3 et
5. Au §5, nous tirons la substantifique mœlle des arguments pr éc édents dans
le cadre motivique. Pour ce faire, nous introduisons une cat égorie de “mo-
tifs de Chow étales”, fort pratique (voir [40] pour une approche diff érente,
en termes de r éalisations). Nous en d éduisons un curieux “principe d’iden-
tit é de Manin arithm étique” (corollaire 5.10). Nous y d émontrons aussi le
th éorème 6. Enfin, dans le §6, nous investigons la mesure dans laquelle les
m éthodes de cet article pourraient rapprocher l’ éch éance de la d émonstra-
tion des conjectures indiqu ées.

Une partie substantielle du travail de Kimura sur lequel nous nous ap-
puyons a ét é obtenue ind épendamment par Peter J. O’Sullivan (communi-
cation personnelle à Y. Andr é et à l’auteur) : notamment la notion de di-
mension finie au sens de Kimura (semi-positivit é dans sa terminologie) et
le fait que le motif de Chow d’une vari ét é ab élienne est de dimension finie
au sens de Kimura. Il n’obtient par contre pas le th éorème de nilpotence de
Kimura, ni a fortiori la proposition 1.3.

Les lignes ci-dessus soulignent la dette que j’ai envers les travaux an-
t érieurs apparaissant dans la bibliographie : ils sont trop nombreux pour
être cit és dans le d étail. En particulier, il aurait sans doute ét é possible de
r édiger les §§3–6 en termes de cohomologie motivique étale sans le travail
de Geisser [13], mais les r ésultats auraient ét é plus d ésagr éables à énoncer
et les d émonstrations plus compliqu ées.

Je remercie Yves Andr é et Thomas Geisser pour des commentaires per-
tinents sur la pr éparation de ce texte, et en particulier T. Geisser pour avoir
attir é mon attention sur le problème soulev é dans 3.2.1. D’autre part, c’est
avec Y. Andr é que j’ai d égag é dans [1] la proposition 1.3 ci-dessous, r ésultat
cl é sur lequel repose tout ce travail.
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1. ÉQUIVALENCE RATIONNELLE ET ÉQUIVALENCE NUMÉRIQUE

Soient A la cat égorie des motifs de Chow sur k à coefficients rationnels
et Ā la cat égorie des motifs purs sur k modulo l’ équivalence num érique,
également à coefficients rationnels : cette dernière est ab élienne semi-simple

d’après [19]. On a un foncteur plein

A → Ā

M 7→ M̄.

Pour tout objet M deA ou Ā, on note FM l’endomorphisme de Frobenius
de M . Pour toute k-vari ét é projective lisse X , on note h(X) (resp.̄h(X))
le motif de X dansA (resp. son image dans Ā).

1.1. Remarque. Comme Voevodsky, nous adoptons la convention que le
foncteur X 7→ h(X) est covariant, et non contravariant comme il est d’u-
sage plus traditionnellement. Nous notons aussi M ⊗ L = M(1) au lieu de
M ⊗ L = M(−1), où L est le motif de Lefschetz (h(P1) = 1⊕ L).

Rappelons la d éfinition suivante [28] :

1.2. Définition. Un objet M ∈ A est de dimension finie au sens de Kimura
s’il existe une d écomposition M ' M+ ⊕M− et deux entiers n+, n− ≥ 0
tels que Λn++1M+ = Sn−+1M− = 0.

La proposition suivante est directement inspir ée de [28, prop. 7.5].

1.3. Proposition ([1, prop. 9.1.14]). Soit M ∈ A un motif de dimension
finie au sens de Kimura. Alors le noyau de A(M, M) → Ā(M̄, M̄) est un
idéal nilpotent. �

1.4. Lemme. Soit N ∈ A, de dimension finie au sens de Kimura. Supposons
que N̄ soit simple et que FN̄ 6= 1. AlorsA(1, N) = 0.

Démonstration. Soit P ∈ Q[T ] le polynôme minimal de FN̄ : comme
Ā(N̄ , N̄) est une Q-algèbre simple, P est un polynôme irr éductible, diff é-
rent de T − 1 par hypothèse. D’après la proposition 1.3, il existe n > 0 tel
que P (FN)n = 0. Soit f ∈ A(1, N). Alors FNf = f , d’où P (1)nf = 0 et
f = 0. �

1.5. Proposition. Soient M, M ′ ∈ A deux motifs de dimension finie au sens
de Kimura. Supposons que tout facteur simple N̄ de M̄∨ ⊗ M̄ ′ vérifie soit
N̄ ' 1, soit FN̄ 6= 1. Alors l’homomorphismeA(M, M ′)→ Ā(M̄, M̄ ′) est
un isomorphisme.

Démonstration. Comme les motifs de dimension finie au sens de Kimura
sont stables par produit tensoriel et par duaux [28, prop. 5.10], on se ramène
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par dualit é au cas où M = 1. En r éappliquant la proposition 1.3, on voit
que toute d écomposition de 1̄M en somme d’idempotents orthogonaux se
relève en une telle somme dans A(M, M). Pour cette d écomposition, on a
donc

M =
⊕

Mi

où les M̄i sont simples. De plus, en utilisant toujours la proposition 1.3,
on voit que M̄i ' 1 =⇒ Mi ' 1. La proposition 1.5 r ésulte donc de
l’hypothèse et du lemme 1.4. �

1.6. Remarque. Le principe de la d émonstration du lemme 1.4 et de la
proposition 1.5 est très proche dans l’esprit de [12, prop. 3.2].

1.7. Théorème. Soient X, X ′ deux produits de courbes elliptiques sur k.
Alors, pour tout n ∈ Z, l’homomorphisme

CHdimX′+n(X ×X ′)⊗Q = A(h(X), h(X ′)(n))

→ Ā(h̄(X), h̄(X ′)(n)) = AdimX′+n
num (X ×X ′)⊗Q

est un isomorphisme.

Démonstration. Comme ci-dessus, on se ramène à X = Spec k. Remar-
quons que h(X ′)(n) est de dimension finie au sens de Kimura [28, ex.
9.1]. D’après [44], la conjecture de Tate (pour toute cohomologie l-adique)
est vraie pour X ′. Par ailleurs, l’action de Frobenius sur les H i(X̄,Ql) est
semi-simple : en effet, ils sont engendr és multiplicativement par H1 et cela
r ésulte alors des r ésultats de Weil [49]. Par cons équent, la forme forte de la
conjecture de Tate vaut pour X ′ et sa fonction zêta [45, th. 2.9]. Il en r ésulte
(cf. [38, prop. 2.6]) que pour tout facteur simple N̄ de h̄(X ′)(n), on a soit
N̄ ' 1 soit FN̄ 6= 1. L’hypothèse de la proposition 1.5 est donc v érifi ée,
d’où le th éorème 1.7. �

2. PREMIÈRES APPLICATIONS

2.1. Corollaire. Soit X un produit de courbes elliptiques sur k. Alors, pour
tout n, l’ordre du zéro de la fonction zêta ζ(X, s) en s = n est égal au rang
de CHn(X) (qui est fini d’après le théorème 1.7).

Démonstration. Un cas particulier du th éorème 1.7 est que, sur X , l’ équi-
valence homologique (relative disons à la cohomologie l-adique pour un
nombre premier l diff érent de la caract éristique de k) est égale sur X et ses
puissances à l’ équivalence num érique. L’ énonc é r ésulte donc du th éorème
de Spieß, du th éorème 1.7 et de [45, th. 2.9]. �

La seconde application r ésulte de Geisser [12, th. 3.3] :
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2.2. Corollaire. Si X est un produit de courbes elliptiques sur k, alors la
conjecture de Beilinson-Parshin est vraie pour X : Ki(X) est un groupe de
torsion pour tout i > 0. �

Notons H i(X,Q(n)) les groupes de cohomologie motivique de X à co-
efficients rationnels : dans cette section, ils peuvent être d éfinis à la Beilin-
son comme espaces propres de groupes de K-th éorie pour les op érations
d’Adams [43].

2.3. Corollaire. Soit K le corps des fonctions d’un produit X de d courbes
elliptiques sur k, et soit n un entier ≥ 0. Alors la conjecture de Beilinson-
Soulé vaut pour K en poids n, et on a même

H i(K,Q(n)) = 0 pour i < n

dans les deux cas suivants :

(i) d ≤ 2

(ii) n ≤ 2.

De plus, sous la première condition, KM
n (K) et Kn(K) sont de torsion

première à p pour n ≥ 3 et KM
n (K) est de torsion impaire pour n ≥ 4.

Démonstration. cf. [12, th. 3.4] : on utilise le corollaire 2.2 et la suite
spectrale de coniveau pour la cohomologie motivique. Si d ≤ 2, les corps
r ésiduels F de X autres que K sont de dimension 0 ou 1, donc les énonc és
“H i(F,Q(n)) = 0 pour i < n” et “H i(F,Q(n)) = 0 pour n > dim F ” sont
connus par les th éorèmes de Quillen [41, 16] et de Harder [18]. Si n ≤ 2,
les poids intervenant dans les termes Ep,q

1 avec p > 0 sont ≤ 1, et l’ énonc é
est encore connu [30, cor. 6.8]. L’assertion “première à p” r ésulte de [14], et
la dernière assertion pour car k 6= 2 r ésulte de la conjecture de Milnor [47].
�

3. CLASSES DE CYCLE MOTIVIQUES

3.1. Cohomologie motivique. Nous d éfinirons la cohomologie moti-
vique d’une k-vari ét é lisse X comme l’hypercohomologie de Zariski
H i

Zar(X,Z(n)) des complexes de cycles de Bloch d écal és (cf. [3, 15, 25]
pour les d étails). Nous aurons aussi besoin de consid érer l’hypercohomolo-
gie de ces complexes par rapport à d’autres topologies, et de les comparer.
En particulier, le r ésultat ci-dessous sera d’usage constant :

3.1. Proposition ([25, prop. 1.18]). Pour toute variété lisse X , les homo-
morphismes

H i
Zar(X,Q(n))→ H i

ét(X,Q(n))

sont des isomorphismes. �
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On a aussi :

3.2. Proposition. Soit X un produit de courbes elliptiques sur k. Alors
H i

Zar(X,Q(n)) = 0 pour i 6= 2n.

Démonstration. Notons que l’ énonc é est trivialement vrai pour i > 2n et
toute vari ét é lisse X (sur un corps quelconque) par d éfinition de la coho-
mologie motivique. Pour i < 2n, cela r ésulte du corollaire 2.2 et du fait
que H i

Zar(X,Q(n)) ' grn
γK2n−i(X) [3]. (Variante : raisonner directement

comme dans la d émonstration du th éorème 1.7, en utilisant le fait que Fro-
benius agit sur ce groupe par multiplication par qn, cf. [12].) �

3.2. Cohomologie de Lichtenbaum. Nous allons utiliser la cohomologie
introduite par Lichtenbaum dans [33]1. Cette cohomologie a ét é également
étudi ée par Geisser [13].

Rappelons [32, prop. 2.2] que la cat égorie des faisceaux pour la topolo-
gie de Lichtenbaum sur une k-vari ét é X de type fini est équivalente à la
cat égorie des faisceaux étales Z- équivariants sur̄X = X ×k k̄, où l’action
de Z sur X̄ est donn ée par le morphisme de Frobenius galoisien. Pour un
tel faisceau F , on pose

H0
W (X,F) = H0

ét(X̄,F)Z

et la cohomologie de Lichtenbaum H∗
W est d éfinie comme les foncteurs

d ériv és de F 7→ H0W (X,F). En particulier on a une suite spectrale [33,
prop. 2.3]

(3.1) Hp(Z, Hq
ét(X̄, C))⇒ Hp+q

W (X, C)

pour tout complexe de faisceaux étales Z- équivariants.
Pour comparer cohomologie étale et cohomologie de Lichtenbaum, le

point de vue de Geisser [13, §2] est d’identifier la cat égorie des faisceaux
étales sur X à la cat égorie des faisceaux étalesẐ- équivariants (topologiques

discrets) sur X̄, où Ẑ = Gal(k̄/k) [7, Exp. XIII, 1.1.3]. Soit TZ(X) (resp.
T
Ẑ
(X)) la cat égorie desX̄-faisceaux étales Z- équivariants (resp.̂Z- équiva-

riants) : on a des foncteurs adjoints évidents

γ∗
X : T

Ẑ
(X)→ TZ(X), (γX)∗ : TZ(X)→ T

Ẑ
(X).

Notons TZ et T
Ẑ

les cat égories de faisceaux correspondantes sur les
“grands sites lisses” correspondant à la cat égorie Sm/k des k-vari ét és lisses
de type fini. On a des foncteurs adjoints correspondants

γ∗ : T
Ẑ
→ TZ, γ∗ : TZ → TẐ

1Lichtenbaum dénomme cette cohomologie Weil-étale cohomology. Il nous para ı̂t plus
pratique et plus juste de la rebaptiser cohomologie de Lichtenbaum, la terminologie “co-
homologie de Weil” pouvant de toute façon pr êter à confusion.
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induisant des foncteurs adjoints sur les cat égories d ériv ées

γ∗ : D(T
Ẑ
)→ D(TZ), Rγ∗ : D(TZ)→ D(T

Ẑ
).

3.2.1. Mise en garde. Le foncteur Rγ∗ n’est pas conservatif. Par exemple,
soit Q〈n〉 le Z[Z]-module de support Q, l’action du g én érateur de Z étant
donn ée par r 7→ qnr. Alors Q〈n〉 d éfinit un objet de TZ, mais on a
H∗

W (X,Q〈n〉) = 0 pour tout X ∈ Sm/k dès que n 6= 0 : c’est imm édiat à
partir de (3.1).

Pour obvier cet inconv énient, introduisons la sous-cat égorie épaisse
Din(TZ) de D(TZ) form ée des complexes C tels que H∗

W (X, C) = 0 pour
tout X ∈ Sm/k, et notons

D̄(TZ) = D(TZ)/Din(TZ).

Soit γ̄∗ le compos é de γ∗ avec le foncteur de localisation D(TZ) →
D̄(TZ). Alors Rγ∗ se factorise en un foncteur exact

R̄γ∗ : D̄(TZ)→ D(T
Ẑ
)

qui est conservatif par construction, et adjoint à droite de γ̄∗. Nous aurons
besoin de R̄γ∗ plutôt que de Rγ∗ pour une formulation correcte du th éorème
6.2 (iv).

3.3. Cohomologie de Lichtenbaum motivique. Nous consid érerons prin-
cipalement la cohomologie de Lichtenbaum à coefficients dans les com-
plexes de cycles de Bloch. Pour tout X ∈ Sm/k, le foncteur R(γX)∗ induit
des homomorphismes canoniques

H i
ét(X,Z(n))→ H i

W (X,Z(n)).

Le r ésultat suivant de Geisser sera d’usage constant : notons β le Bock-
stein et e le g én érateur de H1W (k,Z) = Hom(Z,Z) envoyant (par exemple)
le Frobenius g éom étrique sur 1. On a de longues suites exactes [13, th. 6.1]

(3.2) · · · → H i
ét(X,Z(n))→ H i

W (X,Z(n))

→ H i−1
ét (X,Z(n))⊗Q

∂
→ H i+1

ét (X,Z(n))→ . . .

où ∂ est donn ée par la composition

H i−1
ét (X,Z(n))⊗Q = H i−1

ét (X,Q(n))→ H i−1
ét (X,Q/Z(n))

·e
→

H i
ét(X,Q/Z(n))

β
→ H i+1

ét (X,Z(n))

(cf. [23, prop. 9.12]).
On a aussi :
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3.3. Proposition ([13, th. 6.5 et 6.7]). a) Pour toute k-variété lisse X de
dimension d et pour tout n ≥ 0, on a H i

W (X,Z(n)) = 0 pour i > sup(2d+
1, n + d + 1).
b) Si X est de plus projective, on a un diagramme commutatif

H2d
W (X,Z(d)) −−−→ H2d

ét (X̄,Z(d))Z Z⊕ (fini)

·e





y





y





y

H2d+1
W (X,Z(d))

∼
←−−− H2d

ét (X̄,Z(d))Z Z

où l’isomorphisme H2d
ét (X̄,Z(d))Z = Z provient de l’homomorphisme “de-

gré”
H2d

ét (X̄,Z(d)) ' CHd(X̄)→ Z

(cf. [13, d ém. du lemme 6.4 a)]). �

Nous aurons aussi besoin de la

3.4. Proposition. Pour toute variété lisse X , H i
W (X,Z(n)) est de torsion

pour i > 2n + 1.

Démonstration. Cela r ésulte par exemple du fait que Hi
Zar(X̄,Q(n)) =

H i
ét(X̄,Q(n)) = 0 pour i > 2n et de la suite spectrale (3.1). �

3.4. Classe de cycle l-adique. Fixons un nombre premier l 6= p. Nous
allons utiliser une application classe de cycle motivique l-adique pour la
cohomologie de Lichtenbaum. Cela revient à étendre les homomorphismes
de [25, §1.4]

H i
ét(X,Z(n))⊗ Zl → H i

cont(X,Zl(n))

en des homomorphismes provenant de H i
W (X,Z(n))⊗ Zl.

Indiquons rapidement comment on procède : notons α : (Sm/k)ét →
(Sm/k)Zar le foncteur de projection entre les sites d éfinis par la cat égorie
Sm/k des k-vari ét és lisses de type fini munie respectivement des topolo-
gies étale et de Zariski. Dans [25, th. 1.17], nous avons d éfini un objet
Z(n) ∈ D−(Ab((Sm/k)Zar)) dont la restriction à toute k-vari ét é lisse X
est quasi-isomorphe au complexe de cycles de Bloch de poids n sur X , puis
un morphisme dans la cat égorie d ériv ée [25, (1.8)]

(3.3) α∗Z(n)
L

⊗Zl → Zl(n)c
ét

où Zl(n)c
ét = R lim

←−
µ⊗n

lν dans la cat égorie d ériv ée des faisceaux étales, que
nous identifions canoniquement à D(T̂

Z
) (cf. 3.2).

D éfinissons de même Zl(n)c
W = R lim

←−
γ∗µ⊗n

lν dans D(TZ) (ibid.). On a
alors un morphisme compos é

(3.4) γ∗α∗Z(n)→ γ∗Zl(n)c
ét → Zl(n)c

W .
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C’est le morphisme cherch é : il induit des homomorphismes

H i
W (X,Z(n))⊗ Zl → H i

W (X,Zl(n)c
W ).

Il reste à remarquer que l’adjoint Zl(n)c
ét → Rγ∗Zl(n)c

W du morphisme
γ∗Zl(n)c

ét → Zl(n)c
W est un quasi-isomorphisme : cela r ésulte du fait que

Rγ∗ et R lim
←−

commutent et de l’analogue de (3.2) à coefficients µ⊗n
lν , qui

montre que µ⊗n
lν → Rγ∗γ

∗µ⊗n
lν est un quasi-isomorphisme pour tout n (cf.

[13, cor. 3.4]). On en conclut que l’homomorphisme canonique

H i
cont(X,Zl(n))→ H i

W (X,Zl(n)c
W )

est bijectif, et on en d éduit bien l’application “classe de cycle” promise :

(3.5) H i
W (X,Z(n))⊗ Zl → H i

cont(X,Zl(n)).

(Bien entendu, on pourrait aussi proc éder naı̈vement à partir de [15, §3.7],
voir aussi [4, §4], qui est de toute façon à la base de notre construction,
en d éfinissant (3.5) “vari ét é par vari ét é” et en évitant [25, (1.8)], mais les
d étails seraient plus p énibles à r édiger.)

En fait :

3.5. Lemme. L’homomorphisme (3.5) n’est autre que celui induit par le

morphisme Φn : α∗Z(n)
L

⊗Zl(0)c
ét → Zl(n)c

ét de [25, conj. 3.2].

Démonstration. Rappelons que Φn est d éfini comme la composition

α∗Z(n)
L

⊗Zl(0)c
ét → Zl(n)c

ét

L

⊗Zl(0)c
ét → Zl(n)c

ét

où la première flèche se d éduit de (3.3) et la suivante est donn ée par le
cup-produit. Nous allons voir que Φn se d éduit de (3.4) par application du
foncteur Rγ∗.

En effet, on a d éjà vu le quasi-isomorphisme Zl(n)c
ét

∼
−→ Rγ∗Zl(n)c

W .
D’autre part, d’après [13, th. 3.3], le morphisme de double adjonction

(3.6) Rγ∗Z
L

⊗α∗Z(n)→ Rγ∗γ
∗α∗Z(n)

est également un quasi-isomorphisme. Dans [23, th. 4.6 et 6.3], nous avons
établi un quasi-isomorphisme

Zl(0)c
ét ' Zc ⊗ Zl

où Zc est un certain complexe de longueur 1. Enfin, dans [13, th. 4.2], Geis-
ser établit un quasi-isomorphisme Zc ' Rγ∗Z. L’assertion r ésulte ais ément
de tous ces quasi-isomorphismes, en suivant leurs d éfinitions respectives.�
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3.5. Classe de cycle p-adique. Posons

Zp(n)c
ét = R lim

←−
νr(n)[−n] (n ≥ 0)

où νr(n) est le n-ième faisceau de Hodge-Witt logarithmique de niveau r,
et de même

Zp(n)c
W = R lim

←−
γ∗νr(n)[−n].

Pour n < 0, on pose Zp(n)c
ét = 0 et Zp(n)c

W = 0.
En passant à la limite sur la construction de [14, d ém. du th. 8.3], on

obtient une classe de cycle motivique p-adique pour la cohomologie étale

α∗Z(n)⊗ Zp → Zp(n)c
ét

puis une classe de cycle motivique p-adique pour la cohomologie de Lich-
tenbaum

(3.7) γ∗α∗Z(n)⊗ Zp → γ∗Zp(n)c
ét → Zp(n)c

W

et plus concrètement, pour une vari ét é lisse X donn ée, des homomorphismes

(3.8) H i
W (X,Z(n))⊗ Zp → H i

cont(X,Zp(n))

où H i
cont(X,Zp(n)) := H i

ét(X,Zp(n)c
ét)

∼
−→ H i

W (X,Zp(n)c
W ) (cf. 3.4).

3.6. Bijectivité des classes de cycle.

3.6. Théorème. Si X est un produit de courbes elliptiques, (3.5) est un
isomorphisme pour tous l 6= p, i, n, et (3.8) est un isomorphisme pour tous
i, n.

Démonstration. Traitons d’abord le cas de (3.5). D’après le lemme 3.5, il
suffit de voir que le morphisme induit par Φn est un isomorphisme pour
tout n ; cela r ésulte du th éorème 1.7, du corollaire 2.1 et de [25, th. 3.4].
(On pourrait aussi proc éder directement à partir du th éorème de Spieß et du
th éorème 1.7, mais ce serait plus laborieux.) On en d éduit d éjà :

3.7. Lemme. Pour X comme dans le théorème 3.6, la composition

CHn(X)⊗Q ' H2n
Zar(X,Q(n))→ H2n

W (X,Q(n))

est un isomorphisme pour tout n ≥ 0.

Démonstration. Par la proposition 3.4, il suffit de d émontrer que
H2n

ét (X,Q(n)) → H2n
W (X,Q(n)) est un isomorphisme. Cela r ésulte de la

suite exacte (3.2), qui montre par r écurrence sur i que Hi
Zar(X,Q(n) =

H i
ét(X,Q(n)) = H i

W (X,Q(n)) = 0 pour tout i < 2n (cf. propositions 3.1
et 3.2). �

D émontrons maintenant que (3.8) est aussi un isomorphisme. On procède
directement, en imitant la m éthode de [25, §3.4] : on remarque d’abord que
la version de (3.8) à coefficients Qp/Zp est un isomorphisme d’après [14]
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(ce fait est vrai pour toute k-vari ét é lisse). Par le lemme des 5, on se ramène
à d émontrer que (3.8)⊗Q est un isomorphisme.

On sait d éjà que Hi
W (X,Q(n)) = 0 pour i < 2n (par le cas l 6= p) et

pour i > 2n + 1 (par la proposition 3.4). La même chose est vraie pour les
groupes H i

cont(X,Qp(n)), en utilisant un th éorème de Gabber [6, th. 3] et
la suite exacte longue

· · · → H i−n−1
ét (X, ν∞(n))→ H i

cont(X,Zp(n))→

H i
cont(X,Qp(n))→ H i−n

ét (X, ν∞(n))→ . . .

Il reste donc à traiter les cas i = 2n et i = 2n + 1. Milne [36, prop.
5.4] a d émontr é qu’on peut utiliser l’action galoisienne sur les groupes
H i(X̄,Qp(n)) à la place de l’action de Frobenius sur la cohomologie cris-
talline pour calculer la fonction ζ(X, s). En particulier, en tenant compte de
l’hypothèse de Riemann [9] et de [27], cela d émontre que

(3.9) H i(X̄,Qp(n))G = H i(X̄,Qp(n))G = 0 pour i 6= 2n.

Consid érons le diagramme commutatif (cf. [25, d ém. de la prop. 3.9])

(3.10)

H2n
W (X,Z(n))⊗Qp →H2n

cont(X,Qp(n))
∼
−→H2n

cont(X̄,Qp(n))G

·e





y

o ·e





y

f





y

H2n+1
W (X,Z(n))⊗Qp→H2n+1

cont (X,Qp(n))
∼
←−H2n

cont(X̄,Qp(n))G

où f est la composition

H2n
cont(X̄,Qp(n))G ↪−→ H2n

cont(X̄,Qp(n)) −→→ H2n
cont(X̄,Qp(n))G

(voir [36, prop. 6.5] pour la commutativit é du carr é de droite). La flèche
verticale de gauche est un isomorphisme par le cas l 6= p, et les flèches
horizontales sont des isomorphismes grâce à (3.9).

En proc édant comme dans [45, §2] et en utilisant [36, prop. 5.4] et [27],
on voit que le corollaire 2.1 implique que f est bijective et que la composi-
tion

CHn(X)⊗Qp → H2n
W (X,Z(n))⊗Qp → H2n

cont(X̄,Qp(n))G

est surjective. De plus, le th éorème 1.7 implique que cette composition est
injective. En utilisant le lemme 3.7, on en d éduit que la composition hori-
zontale sup érieure dans (3.10) est bijective. Il en r ésulte que tous les homo-
morphismes de (3.10) sont bijectifs. �

3.7. Conséquences.

3.8. Corollaire. Si X est un produit de d courbes elliptiques,
a) L’accouplement

(3.11) H2n
W (X,Z(n))×H2d−2n

W (X,Z(d− n))→ H2d
W (X,Z(d))→ Z
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est parfait modulo torsion pour tout n.
b) Pour tout (i, n), l’accouplement

H i
W (X,Z(n))tors ×H2d+1−i

W (X,Q/Z(d− n))

→ H2d+1
W (X,Q/Z(d))

∼
−→ Q/Z

induit un accouplement parfait de groupes finis

H i
W (X,Z(n))tors ×H2d+2−i

W (X,Z(d− n))tors → Q/Z.

c) (cf. [33, introduction]) Les groupes H i
W (X,Z(n)) sont de type fini pour

tout i, finis pour i /∈ {2n, 2n + 1} et nuls pour i ≤ 0 (si n > 0).
d) Le noyau et le conoyau du cup-produit par e

H2n
W (X,Z(n))→ H2n+1

W (X,Z(n))

sont finis.
e) L’homomorphisme canonique

H i
ét(X,Z(n))→ H i

W (X,Z(n))

est un isomorphisme pour i ≤ 2n.

Démonstration. Il r ésulte de [9, 27, 11] que Hi
cont(X,Zl(n))tors est fini

pour tout i ∈ Z, y compris l = p, et nul pour presque tout l (cf. [6, th. 2 et
3]). De plus, H i

cont(X,Zl(n)) est fini pour i 6= 2n, 2n + 1 (ibid.). Il r ésulte
d’abord de ceci et du th éorème 3.6 que c) est vrai pour i /∈ {2n, 2n + 1}, et
est vrai pour i ∈ {2n, 2n + 1} après tensorisation par Zl (pour tout l).

L’assertion b) est vraie après tensorisation par Zl par le cas de la coho-
mologie étale continue (cf. [36, th. 1.14] pour le cas l = p) ; sa version
entière en r ésulte directement. De même, a) est vrai après tensorisation par
Zl. La version entière de a) et de c) r ésulte alors du lemme suivant, que nous
n’avons pas trouv é dans la litt érature :

3.9. Lemme. Soient R un anneau de Dedekind et A × B → R un accou-
plement de deux R-modules A, B sans torsion.
a) Supposons que cet accouplement devienne parfait après tensorisation
par Rl pour tous les idéaux maximaux l de R, où Rl désigne le complété de
R en l. Alors il est parfait.
b) Soit K le corps des fractions de R. Si, de plus, A⊗K ou B ⊗K est un
K-espace vectoriel de dimension finie, alors A et B sont de type fini.

Démonstration. a) Soit R(l) le localis é de R en l . Comme l’extension
Rl/R(l) est fidèlement plate, l’hypothèse vaut en remplaçant Rl par R(l).
Consid érons l’homomorphisme (injectif)

(3.12) A→ Hom(B, R).
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On a une chaı̂ne d’homomorphismes

A(l) → Hom(B, R)(l) → Hom(B(l), R(l)).

Il est facile de voir que le second homomorphisme est injectif. De plus,
la composition est bijective par hypothèse. Par cons équent, le premier ho-
momorphisme est lui aussi bijectif. Le conoyau M de (3.12) v érifie donc
M(l) = 0 pour tout l. Il en r ésulte que M = 0 et que l’accouplement est
parfait.

b) Pour fixer les id ées, supposons que dimK B⊗K <∞. Soit (b1, . . . , bn)
une famille d’ él éments de B qui d éfinit une base de B ⊗ K, et soit B′ le
sous-module de B engendr é par les bi. Comme pour tout b ∈ B, il existe
r ∈ R tel que rb ∈ B ′, l’application Hom(B, R)→ Hom(B ′, R) est injec-
tive. Donc A s’injecte dans un R-module de type fini et il est donc lui-même
de type fini. En échangeant A et B, on obtient la même conclusion pour B.
�

Revenons à la d émonstration du corollaire 3.8 : il reste à d émontrer d) et
e). L’assertion d) r ésulte de c) et du fait qu’elle est vraie après tensorisation
par Q, comme il r ésulte de la d émonstration du th éorème 3.6. Enfin, e)
d écoule de c) et de (3.2), par r écurrence sur i. �

3.10. Corollaire. Les conjectures de [32, §7] sont vraies pour les produits
de courbes elliptiques.

Démonstration. Rappelons tout d’abord ces conjectures [32, §7] en termes
modernes ; étant donn é une k-vari ét é projective lisse X :

(1) H i
ét(X,Z(n)) = 0 pour i grand.

(2) H2n
ét (X,Z(n)) est un groupe ab élien de type fini.

(3) H i
ét(X,Z(n)) est fini pour i 6= 2n, 2n + 2, nul pour i ≤ 0 lorsque

n > 02.

(4) H2d+2
ét (X,Z(d)) est canoniquement isomorphe à Q/Z, où d =

dim X .

(5) L’accouplement

H i
ét(X,Z(n))×H2d+2−i

ét (X,Z(d− n))→ H2d+2
ét (X,Z(d))

∼
−→ Q/Z

est “parfait”, au sens qu’il d éfinit une dualit é parfaite de groupes
finis pour i 6= 2n et une dualit é parfaite entre un groupe de type
fini et un groupe de cotype fini pour i = 2n. En particulier,
rg H2d

ét (X,Z(d)) = 1.

2Cette conjecture de nullité résulte de l’axiome (1) de [32, §3] ; il est pratique de
l’insérer ici.
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(6) Les groupes H2n
ét (X,Z(n)) et H2d−2n

ét (X,Z(d − n)) ont le même
rang m(n).

(7) m(n) est l’ordre du pôle de la fonction Z(X, t) en t = q−n

(ζ(X, s) = Z(X, q−s)).

(8) lim
t→q−n

(1− qnt)m(n)Z(X, t) = ±qχ(X,OX ,n)χ(X,Z(n)), avec

χ(X,Z(n)) =

∏

i6=2n,2n+2

|H i
ét(X,Z(n))|(−1)i

·
|H2n

ét (X,Z(n))tors||H
2n
ét (X,Z(n))cotors|

Rn(X)

où Rn(X) est la valeur absolue du d éterminant de l’accouplement

H2n
ét (X,Z(n))/tors×H2d−2n

ét (X,Z(d− n))/tors

→ H2d
ét (X,Z(d))/tors

∼
−→ Z

par rapport à des bases quelconques de H2n
ét (X,Z(n))/tors et de

H2d−2n
ét (X,Z(d− n))/tors, et

χ(X,OX , n) =
∑

0≤i≤n
0≤j≤d

(−1)i+j(n− i)hij , hij = dim Hj(X, Ωi).

En fait, X étant quelconque, les énonc és 1 et 4 ne sont plus des conjec-
tures, ni le fait que rg H2d

ét (X,Z(d)) = 1 : vu (3.2), le point a) de la propo-
sition 3.3 implique la conjecture 1 de Lichtenbaum pour i > 2d + 2 et le
point b) implique la conjecture 4 et le fait que H2d

ét (X,Z(d)) est de type fini
et de rang 1. Cela peut d’ailleurs s’obtenir directement.

Il reste à traiter les conjectures 2, 3, 5, 6, 7 et 8. La conjecture 2 r ésulte
du corollaire 3.8 c) et e), ainsi que la conjecture 3 pour i < 2n ; le reste
d écoule du corollaire 3.8 c) et de la suite exacte (3.2). De même, 5 d écoule
du corollaire 3.8 a) et b), via (3.2), et 6 d écoule du corollaire 3.8 a) et e).
Enfin, 7 d écoule du corollaire 3.8 e) et du corollaire 2.1.

Pour 8, on pr éfère d émontrer la variante de [13, th. 8.1] (voir aussi [40,
th. 10.7]), qui lui est équivalente via (3.2) :

8W . lim
t→q−n

(1− qnt)m(n)Z(X, t) = ±qχ(X,OX ,n)χ(X,Z(n)), avec

χ(X,Z(n)) =
∏

i

|H i
W (X,Z(n))tors|

(−1)i

·Rn(X)−1

et χ(X,OX , n) comme dans 8, où Rn(X) est la valeur absolue du
d éterminant de l’accouplement (3.11) vu modulo torsion par rapport à
des bases quelconques de H2n

W (X,Z(n))/tors et de H2d−2n
W (X,Z(d−

n))/tors.
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On peut proc éder comme dans [37, th. 4.3 et cor. 5.5] (cf. [23, cor. 7.10
et th. 9.20] et [13, d ém. du th. 8.1]). �

3.11. Remarque. Il est facile de pr éciser le signe dans la conjecture 8 de
Lichtenbaum : on remarque simplement que ζ(X, s) est à valeurs positives
pour s r éel assez grand et ne s’annule pas pour s > d. Le signe en s = n ne
d épend alors que de l’ordre des z éros pour s > n : on trouve qu’il est égal
à (−1)

P

a>n m(a).

3.12. Corollaire. Soit X un produit de courbes elliptiques sur k. Alors,
pour tout l, on a une suite exacte

0→ CHn(X){l} → CHn(X)⊗ Zl ⊕H2n−1
ét (X,Ql/Zl(n))

→ H2n
cont(X,Zl(n))→ CHn(X)⊗Ql/Zl → H2n

ét (X,Ql/Zl(n)).

En particulier, on a une suite exacte

0→ Ker(CHn(X)⊗Ql/Zl
c̄l
−→ H2n

ét (X,Ql/Zl(n)))

→ Coker(CHn(X)⊗ Zl
cl
−→ H2n

cont(X,Zl(n)))

→ Coker(CHn(X){l}
bl
−→ H2n−1

ét (X,Ql/Zl(n)))→ 0

où cl est la classe de cycle l-adique, c̄l est la classe de cycle à coefficients
divisibles et bl est le raffinement de Bloch de la classe de cycle l-adique sur
les cycles algébriques de torsion [2].

Démonstration. Cela r ésulte imm édiatement du diagramme commutatif de
suites exactes

0 0 0




y





y





y

CHn(X){l} =H2n−1
Zar (X,Ql/Zl(n)) −−−→ H2n−1

ét (X,Ql/Zl(n))




y





y





y

CHn(X)⊗ Zl = H2n
Zar(X,Z(n))⊗ Zl −−−→ H2n

cont(X,Zl(n))




y





y





y

CHn(X)⊗Ql =H2n
Zar(X,Z(n))⊗Ql

∼
−−−→ H2n

cont(X,Ql(n))




y





y





y

CHn(X)⊗Ql/Zl= H2n
Zar(X,Ql/Zl(n)) −−−→ H2n

ét (X,Ql/Zl(n))




y





y

0 0
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où, compte tenu de la proposition 3.1, les 0 sup érieurs du milieu et de droi-
te proviennent du corollaire 3.8 c) et e) et l’isomorphisme provient de ce
corollaire et du th éorème 3.6. �

3.13. Corollaire (cf. [36, remark 5.6 a)], [40, §3]). Pour que l’application
cycle l-adique entière CHn(X)⊗ Zl → H2n

cont(X,Zl(n)) soit surjective, il
faut et il suffit que

(i) La classe de cycle à coefficients divisible CHn(X) ⊗ Ql/Zl
c̄l
−→

H2n
ét (X,Ql/Zl(n)) soit injective ;

(ii) L’application de Bloch CHn(X){l}
bl
−→ H2n−1

ét (X,Ql/Zl(n)) soit
surjective. �

4. VARIÉTÉS OUVERTES

4.1. Lemme. Soit X une k-variété projective lisse de dimension d. Alors
sous les conditions suivantes

(i) d ≤ 1

(ii) n ≤ 1

les groupes H i
W (X,Z(n)) sont de type fini pour i 6= 2n + 1. Ils sont finis

pour i 6= 2n, 2n + 1 ainsi que pour n > d, et nuls pour i ≤ 0 si n > 0.

Démonstration. Si n = 0, l’ énonc é r ésulte de [33, th. 3.2]. Supposons
n = 1 : alors Z(1) = Gm[−1]. La suite exacte (3.2) se retraduit en une suite
exacte

(4.1) · · · → H i−1
ét (X, Gm)→ H i

W (X,Z(1))

→ H i−2
ét (X, Gm)⊗Q

∂
→ H i

ét(X, Gm)→ . . .

Le groupe H i−2
ét (X, Gm)⊗Q est nul pour i 6= 3. Le groupe H i

W (X,Z(1))
est donc nul pour i ≤ 0, isomorphe à E∗ pour i = 1 (où E est le corps
des constantes de X) donc fini, et isomorphe à Pic(X) pour i = 2, donc
de type fini par le th éorème de N éron-Severi. Pour i > 3, il est isomorphe
à un quotient de H i−1

ét (X, Gm) ; par la suite exacte de Kummer, ce groupe
est lui-même isomorphe à H i−1

ét (X, (Q/Z)′(1)) qui est fini par [6, th. 2].
Enfin, si X est un point, les Hi

ét(X, Gm) sont finis pour tout i, donc aussi
les H i

W (X,Z(1)). Ceci d émontre (ii).
Si X est un point ou une courbe, toute la strat égie de d émonstration

conduisant au corollaire 3.8 s’applique : la conjecture de Tate est vraie pour
X et l’ équivalence rationnelle coı̈ncide avec l’ équivalence num érique, donc
le th éorème 3.6 est vrai pour X . On en d éduit (i). �
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4.2. Remarque. La g én ération finie de H3W (X,Z(1)) implique la finitude
de H2

ét(X, Gm) = Br(X), elle-même équivalente à la validit é de la conjec-
ture de Tate en codimension 1 pour X . On peut montrer qu’elle lui est
équivalente.

4.3. Lemme. Soit X une k-variété lisse de dimension d. Alors sous les
conditions suivantes

(i) d ≤ 1

(ii) n ≤ 1

les groupes H i
W (X,Z[1/p](n)) sont des Z[1/p]-modules de type fini pour

i ≤ n ou i > 2n+1. Ils sont finis pour i /∈ [n, 2n+1] ainsi que pour n > d,
et nuls pour i ≤ 0 si n > 0.

Démonstration. En partant du lemme 4.1, on utilise la même m éthode de
d évissage que celle de [26, d ém. du th. 1] : c’est loisible car les groupes
H i

W (X,Z[1/p](n)) satisfont à un th éorème de puret é, ce qui se r éduit à
la puret é de la cohomologie étale [25, cor. 1.19] via l’isomorphisme (3.6)
(c’est pour avoir cette puret é qu’il est n écessaire d’inverser p). Le seul point
à v érifier est qu’on ne “perd” pas de g én ération finie quand on utilise le
th éorème de de Jong [20].

Soit donc Ũ → U un revêtement fini de vari ét és lisses, et supposons que
H i

W (Ũ ,Z[1/p](n)) soit un Z[1/p]-module de type fini. Par un argument
de transfert, Ker(H i

W (U,Z[1/p](n))→ H i
W (Ũ ,Z[1/p](n))) est d’exposant

fini, disons m. Mais Hi−1
ét (U, µ⊗n

m ) = H i−1
W (U, µ⊗n

m ) est fini par [8, Th. fi-
nitude], ce qui montre que ce noyau est fini, d’où la g én ération finie de
H i

W (U,Z[1/p](n)). �

La proposition suivante raffine le corollaire 2.3 :

4.4. Proposition. Soit U un ouvert de X , où X est un produit de d courbes
elliptiques. Alors, dans les deux cas suivants :

(i) d ≤ 2

(ii) n ≤ 2

les conclusions du lemme 4.3 sont vraies pour U .

Démonstration. Même m éthode que ci-dessus, en utilisant le corollaire 3.8
c) et le lemme 4.3. Plus pr écis ément :

Notons Z = X − U (structure r éduite) et stratifions Z par sa chaı̂ne
canonique de lieux singuliers (Z0 = Z, Zr+1 = (Zr)sing). Il suffit de voir
que, pour tout r ≥ 0, le groupe H j

W (Zr − Zr+1,Z[1/p](n− cr)) v érifie les
hypothèses du lemme 4.3, où cr est la codimension de Zr dans X .

a) Si d ≤ 2, les Zr − Zr−1 sont soit des points soit des courbes, et on est
dans le cas (i) du lemme 4.3.
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b) Si n ≤ 2, on a n − cr ≤ 1 pour tout r, et on est dans le cas (ii) du
lemme 4.3. �

4.5. Théorème. Soient X un produit de courbes elliptiques sur k et U un
ouvert de X . Alors les groupes

H0(U,K2), H
1(U,K2), H

2(U,K2) = CH2(U)

sont de type fini. Le groupe K3(K)ind est égal à K3(k), où K est le corps
des fonctions de X (ou de U ).

Démonstration. Si l’on acceptait d’inverser p, ce r ésultat se d éduirait direc-
tement de la proposition 4.4 via [22, th. 1.1 et 1.6] ; pour obtenir un r ésultat
exact, on est oblig é de refaire la d émonstration (puret é) avec la cohomo-
logie de Zariski motivique plutôt qu’avec la cohomologie de Lichtenbaum
motivique.

Traitons d’abord le cas de X : d’après [22, th. 1.6], les groupes cit és
ne sont autres que H i(X,Z(2)) pour i respectivement égal à 2, 3, 4 et 1.
D’autre part, d’après loc. cit. , th. 1.1, l’homomorphisme H i(X,Z(2)) →
H i

ét(X,Z(2)) est bijectif pour i ≤ 3 et injectif pour i = 4. L’ énonc é pour
les H i(X,K2) r ésulte donc encore du corollaire 3.8 c). De plus, on obtient
que K3(K)ind est de type fini. Mais, d’après Merkurjev-Suslin [35], l’ho-
momorphisme

K3(k)→ K3(K)ind

est injectif à conoyau divisible ; il est donc bijectif.
(Dans [22], nous travaillions avec le complexe Γ(2) de Lichtenbaum : les

raisonnements sont identiques en remplaçant Γ(2) par Z(2) et en utilisant
les r ésultats de Merkurjev-Suslin [34, 35].)

Dans le cas g én éral, on raisonne comme dans la d émonstration de la pro-
position 4.4, en utilisant le th éorème de puret é pour la cohomologie moti-
vique et le fait que les groupes H i

Zar(X,Z(m)) sont de type fini pour m ≤ 1
et toute k-vari ét é lisse X : pour m = 0 c’est évident et pour m = 1 cela se
r éduit à la g én ération finie de Γ(X, Gm) (i = 1) et de Pic(X) (i = 2).3 �

4.6. Théorème. Soit K le corps des fonctions d’un produit de deux courbes
elliptiques. Alors on a des isomorphismes canoniques
(

KM
n (K)⊕

⊕

0≤i≤n−1

H2i−n−1(K, (Q/Z)′(i))

)

⊗ Z(2)
∼
−→ Kn(K)⊗ Z(2)

3On peut réduire la preuve de la génération finie de Pic(X) au cas projectif en passant
par le théor ème de de Jong, par le m ême raisonnement que dans la démonstration du lemme
4.3.
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où (Q/Z)′(i) = lim
−→(m,car k)=1

µ⊗i
m . De plus, KM

n (K) est de torsion pour

n ≥ 3 et nul pour n ≥ 4.

Démonstration. Supposons d’abord car k = 2. Alors le second facteur du
membre de gauche est nul. L’isomorphisme KM

n (K) ⊗ Z(2) → Kn(K) ⊗
Z(2) r ésulte de [14].

Supposons maintenant car k 6= 2. Pour construire le morphisme, on part
des isomorphismes de [24, th. 1] :

⊕

0≤i≤n+1

H2i−n−1
ét (K, µ⊗i

2ν )
∼
−→ Kn+1(K,Z/2ν).

En prenant la limite inductive sur ν, on obtient des isomorphismes
⊕

0≤i≤n+1

H2i−n−1
ét (K,Q2/Z2(i))

∼
−→ Kn+1(K,Q2/Z2).

On obtient l’homomorphisme de l’ énonc é en composant avec le Bock-
stein Kn+1(K,Q2/Z2) → Kn(K) ⊗ Z(2) et en n égligeant les facteurs
i = n, n + 1.

Pour montrer que cet homomorphisme est un isomorphisme, on raisonne
comme dans [24] en utilisant la suite spectrale (convergente) de Bloch-
Lichtenbaum [5]

(4.2) Ep,q
2 = Hp−q(K,Z(−q))⇒ K−p−q(K).

Tout d’abord, le corollaire 4.4 montre que le groupe H i
Zar(K,Z(n)) est de

torsion pour i < n. Il en r ésulte que le Bockstein Hi−1
Zar (K, (Q/Z)′(n)) →

H i
Zar(K,Z[1/p](n)) est un isomorphisme pour i < n. D’autre part, la

conjecture de Milnor [47] et [15] montrent que les homomorphismes
H i−1

Zar (K,Q2/Z2(n))→ H i−1
ét (K,Q2/Z2(n)) sont des isomorphismes pour

i ≤ n. On en d éduit des isomorphismes

(4.3) H i−1
ét (K,Q2/Z2(n))

∼
−→ H i

Zar(K,Z(n))⊗ Z(2), i < n.

En utilisant la compatibilit é de (4.2) aux produits et aux transferts [10, 31]
et les isomorphismes (4.3), et en examinant la construction des homomor-
phismes du th éorème 4.4, on d émontre comme dans [24, §3] que ces der-
niers d étruisent successivement les diff érentielles de la suite spectrale (4.2)
(localis ée en 2) et scindent la filtration donn ée par celle-ci sur l’aboutisse-
ment. Ceci conclut la d émonstration. �

4.7. Remarque. Soit U un ouvert d’un produit de deux courbes elliptiques.
On peut montrer que, pour tout n ∈ Z

(i) ζ(U, s) = (1−qn−s)anϕ(s), avec an =
∑

(−1)r+1 rg Hc,ét
r (U,Z(n))
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(ii) ϕ(n) =

2d
∏

r=0

ind(∂̄r)
(−1)r+1

à une puissance de q près

où
a) Hc,ét

r (U,Z(n)) = H2d−r
ét (U,Z(d− n))

b) ∂̄r : Hc,ét
r+2(U,Z(n)) ⊗ (Q/Z)′ → Hc,ét

r (U,Z(n))tors[1/p] est un cer-
tain homomorphisme induit par l’homomorphisme ∂ de (3.2), dont le
noyau et le conoyau sont finis

c) ind(∂̄r) = |Ker ∂̄r|/|Coker ∂̄r|.
Voir [23, th. 9.16] et aussi le th éorème 5.8 (iv) et la d émonstration de la

proposition 5.15.

4.8. Remarque. Si l’on essaye d’ étendre les r ésultats du th éorème 4.5 aux
poids sup érieurs, on se heurte d’abord à la conjecture de Bloch-Kato (iso-
morphisme de la K-th éorie de Milnor modulo m avec la cohomologie galoi-
sienne). Pour les besoins de la discussion, supposons celle-ci connue. Alors
le r ésultat principal de Geisser-Levine [15] implique que le morphisme ca-
nonique

Z(n)→ τ≤n+1Rα∗α
∗Z(n)

est un quasi-isomorphisme dans D−((Sm/k)ét). Concrètement, on en d éduit
que, pour toute k-vari ét é lisse X , l’homomorphisme

H i
Zar(X,Z(n))→ H i

ét(X,Z(n))

est un isomorphisme pour i ≤ n + 1 est est injectif pour i = n + 2. Si
X est par exemple un produit de courbes elliptiques, cela implique via le
corollaire 3.8 c) que H i

Zar(X,Z(n)) est de type fini pour i ≤ n + 2.
Pour n ≤ 2, ceci couvre toute la cohomologie motivique de X : c’est le

th éorème 4.5 dans le cas projectif. Examinons le cas n = 3. On obtient une
suite exacte :

0→ H5
Zar(X,Z(3))→ H5

ét(X,Z(3))→ H0
Zar(X, R5α∗Z(3))

→ CH3(X)→ H6
ét(X,Z(3)).

Ceci montre que sous la conjecture de Bloch-Kato et pour un produit de
courbes elliptiques X , CH3(X) est de type fini si et seulement si le groupe
de cohomologie non ramifiée H0

Zar(X, R5α∗Z(3)) est de type fini.
Pour rendre la discussion ci-dessus inconditionnelle, on peut localiser en

l = 2 et utiliser le th éorème de Voevodsky [47]. On peut aussi localiser en
l = p et utiliser le th éorème de Geisser-Levine [14].

5. RETOUR AUX MOTIFS

5.1. Motifs purs. Rappelons que A d ésigne la cat égorie des k-motifs de
Chow à coefficients rationnels, et Ā la cat égorie des motifs purs modulo
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l’ équivalence num érique ( également à coefficients rationnels). Donnons-
nous un nombre premier l. Introduisons quelques sous-cat égories pleines
de A :

– As,l : motifs M tels que l’action de Frobenius sur H0(M̄,Ql) soit
semi-simple pour la valeur propre 1. C’est une sous-cat égorie additive
(stable par sommes directes) et épaisse (stable par facteurs directs),
donc semi-ab élienne puisque A l’est. Elle est aussi monoı̈dale (stable
par produit tensoriel) et rigide (stable par duaux).

– Akim : motifs de dimension finie au sens de Kimura. Elle est aussi
additive, semi-ab élienne, monoı̈dale et rigide [28].

– At,l : motifs M tels que les homomorphismes

A(1, M)⊗Ql → H0(M̄,Ql)
G

A(1, M∨)⊗Ql → H0(M̄∨,Ql)
G

soient surjectifs, où G = Gal(k̄/k). Elle est additive, semi-ab élienne,
stable par duaux mais pas a priori par produit tensoriel. Toutefois, elle
est stable par torsion à la Tate.

La cat égorieAs,l∩Akim contient les motifs de vari ét és ab éliennes et leurs
tordus à la Tate. Conjecturalement, on a As,l = Akim = At,l = A.

5.1. Proposition. La catégorie Ast = As,l ∩ At,l ne dépend pas de l. Pour
tout M ∈ Ast, on a

dim Ā(1, M) = − ords=0 ζ(M, s)

où ζ(M, s) est la fonction zêta de M [29]. Pour tout i et tout nombre premier
l, l’action de Frobenius sur H i

cont(M̄,Ql) est semi-simple ; son polynôme
caractéristique ne dépend pas de l.

Démonstration. Cela r ésulte de (la d émonstration de) [45, th. 2.9]. (Pour
le polynôme caract éristique de l’action de Frobenius, l’ind épendance de l
r ésulte de l’hypothèse de Riemann [9] et de [27] et est valable pour tout
M ∈ A, par r éduction aux vari ét és projectives lisses.) �

5.2. Théorème. Soit A′ = Ast ∩ Akim. Alors, pour tout M ∈ A′, l’homo-
morphisme

A(1, M)→ Ā(1, M)

est bijectif.

Démonstration. Cela se d émontre comme le th éorème 1.7. �

5.3. Proposition. Pour M ∈ A′, on a H i(M,Q) = 0 pour i 6= 0.
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Démonstration. Même d émonstration que [12, th. 3.3] : on peut supposer
M simple. Si M 6= 1, on a FM 6= 1 d’où l’ énonc é. Si M = 1, l’ énonc é est
évident. �

5.4. Remarque. Soit Aell la sous-cat égorie épaisse de A engendr ée par les
motifs des produits de courbes elliptiques et leurs tordus à la Tate. Alors
Aell ⊂ A

′ d’après [44]. Cette sous-cat égorie est rigide. Il en r ésulte via le
th éorème 5.2 (ou par le th éorème 1.7) que le foncteur induit

Aell → Āell

est une équivalence de cat égories. En particulier, Aell est ab élienne semi-
simple.

Nous allons maintenant donner un analogue du th éorème 5.2 pour les
objets deA′. Pour cela, nous avons besoin d’introduire une autre cat égorie :
les motifs de Chow étales.

5.5. Définition. La cat égorie Choẃet des motifs de Chow étales est d éfinie
de la manière suivante :

a) On introduit la cat égorie des correspondances de Chow étales effec-
tives Coreff

ét , dont les objets sont k-vari ét és projectives lisses (X 7→
[X]) et les morphismes des él éments des groupes

Corét([X], [Y ]) = H2dim X
ét (X × Y,Z(dim X))

la composition étant induite par la formule habituelle.
b) On construit la cat égorie des motifs de Chow étales effectifs Choweffét :

un objet est un couple ([X], p), où p = p2 ∈ Coreff
ét ([X], [X])⊗Q ; un

morphisme de ([X], p) vers ([Y ], q) est un él ément f ∈ Coreffét ([X], [Y ])

tel que f̂ = qf̂p, où f̂ est l’image de f dans Coreff
ét ([X], [Y ]) ⊗Q ; la

composition des morphismes est induite par celle de Corét
eff .

c) On passe de Choweff
ét à Chowét en inversant le motif de Lefschetz. On

note h : SmProj/k→ Chowét le foncteur évident.

La cat égorie Choẃet est additive, pseudo-ab élienne, monoı̈dale sym étri-
que rigide. On a un foncteur évident (additif, tensoriel)

A → (Chowét)⊗Q

qui est pleinement fidèle par la proposition 3.1 et même essentiellement
surjectif puisque les deux cat égories sont pseudo-ab éliennes. On en d éduit
un foncteur (additif, tensoriel)

(5.1) Chowét → A

bien d éfini à isomorphisme naturel tensoriel près, et essentiellement surjec-
tif par construction.
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On notera que si ([X], p) ∈ Coreff
ét , il existe m ∈ Z − {0} tel que mp

provienne d’un p̃ ∈ Coreff
ét ([X], [X]). Un tel p̃ induit des morphismes [X]→

([X], p) et ([X], p) → [X], dont la composition dans les deux sens est la
multiplication par m à torsion près. Par contre, ([X], p) n’est pas en g én éral
facteur direct de [X].

Soit c la “première classe de Chern” de O(1) dans H2
Zar(P

1,Z(1)) =
Pic(P1), et aussi son image dans H2

W (P1,Z(1)). Le cup-produit par c d éfi-
nit, pour tout k-vari ét é lisse X , des homomorphismes
(5.2)
H i

W (X,Z(n))⊕H i−2
W (X,Z(n− 1))→ H i

W (X ×P1,Z(n)) (i, n ∈ Z)

où, pour n < 0, on d éfinit

H i
W (X,Z(n)) := H i−1

W (X, (Q/Z)′(n))

avec
(Q/Z)′(n) = lim

−→
(m,p)=1

µ⊗n
m .

5.6. Lemme (Formule du fibr é projectif). Les homomorphismes (5.2) sont
bijectifs.

Démonstration. Grâce à (3.2), on se r éduit à d émontrer la même formule
en cohomologie étale. Cela revient à d émontrer que le morphisme corres-
pondant dans la cat égorie d ériv ée

(5.3) α∗Z(n)⊕ α∗Z(n− 1)[−2]→ Rp∗p
∗α∗Z(n),

où p est la projection Sm/P1 → Sm/k, est un quasi-isomorphisme. Cela se
d émontre par un argument de triangle, en tensorisant (5.3) par Q et par Z/l,
où l est un nombre premier, et en utilisant les th éorèmes du fibr é projectif
correspondants (cf. [22, d ém. du th. 5.1]). Après tensorisation par Q, on est
ramen é à de l’hypercohomologie de Zariski via la propostion 3.1 et cela
r ésulte alors de [3, th. 7.1] ; après tensorisation par Z/l, cela r ésulte de [21,
th. 2.2.1] si l 6= p et de [17, cor. I.2.1.12] si l = p. �

5.7. Proposition. Le foncteur bigradué

X 7→ H i
W (X,Z(n))

des variétés projectives lisses vers les groupes abéliens induit un foncteur
gradué

Chowét → Ab∗

M 7→ H∗
W (M,Z)

tel que H i
W (h(X)(n),Z) = H i−2n

W (X,Z(−n)) pour toute variété projective
lisse X et tout n ∈ Z.
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Démonstration. Cela r ésulte du lemme 5.6. Plus pr écis ément, si ([X], p) ∈
Coreff

ét , on d éfinit

H i
W (([X], p),Z(n)) = {x ∈ H i

W (X,Z(n)) | px̂ = x̂}

où x̂ est l’image de x dans H i
W (X,Z(n))⊗Q. �

De même, pour tout l, la cohomologie étale continue induit un foncteur
gradu é

Chowét → Zl −Mod∗

M 7→ H∗
cont(M,Zl)

et on a une transformation naturelle

(5.4) H∗
W (−,Z)⊗ Zl → H∗

cont(−,Zl).

Afin d’ énoncer le th éorème suivant, d éfinissons des groupes Hj(M, Ωi)
pour tout M ∈ Chowét : d’une part, les correspondances de Chow étales
opèrent sur la cohomologie de Hodge puisque celle-ci peut s’exprimer en
termes de cohomologie étale. D’autre part, pour toute vari ét é projective lisse
X , on a un isomorphisme

Hj(X, Ωi)⊕Hj−1(X, Ωi−1)
∼
−→ Hj(X ×P1, Ωi)

induit par le cup-produit par la “première classe de Chern” de O(1) dans
H1(P1, Ω1). Ceci justifie le fait que la d éfinition

Hj(h(X)(n), Ωi) = Hj−n(X, Ωi−n)

s’ étend à Choẃet par passage aux facteurs directs.

5.8. Théorème. Soit Chow′
ét l’image réciproque deA′ par le foncteur (5.1).

Alors,
a) Pour tout l, la restriction de (5.4) à Chow′

ét est un isomorphisme de fonc-
teurs.
b) Pour tout M ∈ Chow′

ét, les groupes H i
W (M,Z) sont de type fini. Ils sont

finis pour i 6= 0, 1 et nuls sauf pour un nombre fini de valeurs de i. L’homo-
morphisme H0

W (M,Z)
·e
−→ H1

W (M,Z) a un noyau et un conoyau finis. De
plus :

(i) L’accouplement

H0
W (M,Z)×H0

W (M∨,Z)→ Z

induit par la flèche de dualité 1 → M ⊗ M∨ est parfait modulo
torsion.
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(ii) Les accouplements analogues

H i+1
W (M,Z)tors ×H−i

W (M∨,Q/Z)→ Q/Z

induisent des accouplements parfaits de groupes finis

H i+1
W (M,Z)tors ×H−i+1

W (M∨,Z)tors → Q/Z.

(iii) L’homomorphisme canonique

Chow′
ét(M, 1)→ H0

W (M,Z)

est bijectif.

(iv) Soit M̂ l’image de M dansA′. Alors l’ordre du pôle de ζ(M̂, s) est
égal à m = rg H0

W (M,Z) = dimA′(M̂, 1). On a

lim
s→0

(1− q−s)mζ(M̂, s) = ±qχ(M,O)
∏

i

|H i
W (M,Z)tors|

(−1)i

·R(M)−1

où R(M) est le déterminant de l’accouplement de (i) modulo tor-
sion par rapport à des bases qualconques des groupes accouplés
et

χ(M,O) =
∑

i,j

(−1)i+j(−i)hij , hi,j = dimk Hj(M, Ωi).

En particulier, le second membre ne dépend que de M̂ .

Démonstration. On procède comme au §3. �

5.9. Remarques (concernant le th éorème 5.8 (iv)).

(1) Ceci donne un sens pr écis à [37, conj. 7.3], où le terme χ(M,O)

(not é χ(M,O, 0)) n’ était pas d éfini. En fait, les groupes Hj(M̂, Ωi)

n’ont pas de sens individuellement pour M̂ ∈ A, puisqu’ils sont
annul és par p. Il n’est pas clair que χ(M,O) ne d épende que dêM .

(2) Pour n ∈ Z, la valeur sp éciale de ζ(M̂, s) en s = n s’obtient en
appliquant ce r ésultat à M(−n).

(3) On peut pr éciser le signe dans l’expression donn ée, exactement com-
me dans la remarque 3.11.

(4) Le foncteur Chowét → A étant essentiellement surjectif, le th éorème
5.8 (iv) d écrit les valeurs sp éciales de ζ (̂M, s) pour tous les motifs
M̂ ∈ A′.

Pour M ∈ Chow′
ét, posons Hq

W (M,Z(n)) = Hq−2n
W (M(−n),Z).
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5.10. Corollaire (“principe d’identit é de Manin arithm étique”). Soit f : M
→ M ′ un morphisme de Chow′

ét. Supposons que f ∗ : Hq
W (M ′,Z(n)) →

Hq
W (M,Z(n)) et f∗ : Hq

W (M∨,Z(n)) → Hq
W ((M ′)∨,Z(n)) soient des

isomorphismes pour tout q, n ∈ Z (de manière équivalente via (3.2), rem-
placer la cohomologie de Lichtenbaum par la cohomologie étale). Alors
a) ζ(M̂, s) = ζ(M̂ ′, s) ;
b) f induit un isomorphisme dans A′. (On pourrait dire que f est une
isog énie.)

(Ce r ésultat est faux si l’on prend des coefficients rationnels : prendre
M = 0 et pour M ′ un motif simple qui n’est pas une puissance du motif de
Lefschetz.)
Démonstration. Soit f ∈ Q(t) tel que f(n) soit d éfini et égal à ±1 pour
tout n ≥ 0 : alors f est constant, égal à ±1. Ceci et le th éorème 5.8
b) (iv) montre que, sous les hypothèses, ζ(M, s)/ζ(M ′, s) = ±1. Mais
lim

s→+∞
ζ(M, s) = lim

s→+∞
ζ(M ′, s) = 1, d’où a). En utilisant l’hypothèse de

Riemann, il s’ensuit que f ∗ induit des isomorphismes sur tous les groupes
de cohomologie Ql-adique g éom étriques, et donc sur les Hi(−,Q) d’après
le th éorème 5.8 a) et b) (iii), ainsi que la proposition 3.1. b) r ésulte mainte-
nant du principe d’identit é de Manin (g éom étrique). �

5.2. Motifs mixtes. Notons DM la cat égorie DMgm(k) de Voevodsky [46]
et D = DM ⊗ Q. Par ailleurs, choisissons une sous-cat égorie épaisse
A′′ ⊂ A′ qui soit rigide, c’est-à-dire stable par produit tensoriel : on peut
par exemple prendre A′′ = Aell. D’après le th éorème 5.2, A′′ est ab élienne
semi-simple. SoitD′′ la sous-cat égorie épaisse (triangul ée) de D engendr ée
par l’image essentielle deA′′ via le foncteur de loc. cit. , prop. 2.1.4. Notons
δ : A → D ce foncteur, ainsi que sa restriction à A′′.

5.11. Proposition. Pour tous M, N ∈ A′′, on a

D′′(δ(M), δ(N)[i]) =

{

0 pour i 6= 0

A′′(M, N) pour i = 0.

Démonstration. Vu le corollaire 5.3, il suffit de d émontrer que pour M, N ∈
A, on a un isomorphisme canonique

D′(δ(M), δ(N)[i]) = H i(M ⊗N∨,Q).

Par dualit é, on se ramène au cas N = 1. On se ramène ensuite au cas où
M est de la forme h(X)(n) où X est projective lisse. La formule r ésulte
alors de [46, cor. 3.2.7] et du th éorème de simplification [48], qui est main-
tenant valable sur un corps parfait quelconque. �

Le th éorème suivant est une variation sur le thème de [38, th. 2.49].
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5.12. Théorème. La catégorie D′′ est semi-simple : tout triangle exact est
somme directe de triangles scindés. Le foncteur δ induit une équivalence de
catégories

∆ : (A′′)(N) → D′′

(Mi) 7→
⊕

i

δ(Mi)[i].

Démonstration. En quatre étapes :
1) ∆ est pleinement fidèle. En effet, pour (Mi), (Ni) ∈ (A′′)(N), on a

(A′′)(N)((Mi), (Ni)) =
⊕

i

(A′′)(Mi, Ni)

et

D′′(
⊕

i

δ(Mi)[i],
⊕

j

δ(Nj)[j]) =
⊕

i,j

D′′(δ(Mi), δ(Nj)[j − i])

=
⊕

i

D′′(δ(Mi), δ(Ni)) =
⊕

i

A′′(Mi, Ni)

par la proposition 5.11.
2) L’image essentielle de ∆ est stable par triangles. Cela r ésulte faci-

lement du fait que dans une cat égorie ab élienne semi-simple, tout mor-
phisme est somme directe d’un morphisme nul et d’un isomorphisme (cf.
par exemple [1, lemme A.2.13]).

3) ∆ est essentiellement surjectif. Cela d écoule de 2) et de la d éfinition
de D′′.

4) Il reste à voir que D′′ est semi-simple : cela d écoule encore de [1,
lemme A.2.13]. �

5.13. Corollaire. Le foncteur δ induit une équivalence de catégories

Db(A′′)
∼
−→ D′′.

Démonstration. En effet, puisque A′′ est semi-simple, Db(A′′) coı̈ncide
avec le membre de gauche de l’ équivalence de cat égories ∆ du th éorème
5.12. �

5.14. Corollaire. Soit U ∈ Sm/k tel que M(U) ∈ D′′. Alors, pour tout
l 6= p, l’action de Frobenius sur H∗

c (U,Ql) est semi-simple. De plus, le
polynôme caractéristique de cette action est indépendant de l.

Démonstration. Par le th éorème 5.12, on peut écrire M(U) comme somme
directe de motifs de la forme δ(M)[i], avec M ∈ A′′. Le corollaire r ésulte
alors de la proposition 5.1. �
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Nous ne sommes pas en mesure d’appliquer directement le corollaire
5.14 à un ouvert d’un produit de deux courbes elliptiques. Toutefois, on
peut lui appliquer la même m éthode, au prix d’un petit effort.

5.15. Proposition. Un ouvert U d’un produit de deux courbes elliptiques
X vérifie la conclusion du corollaire 5.14.

Démonstration. On peut supposer U dense. Soit Z = X − U (structure
r éduite). Supposons d’abord dim Z = 1. Soit Z′ le lieu singulier de Z :
il est de dimension ≤ 0. Consid érons la compl ét ée projective lisse C de
Z − Z ′ : en utilisant le fait que la conjecture de Tate est vraie pour X × C
[42, th. 3], on obtient que

D(M(X), M(C)[i]) = 0 pour i 6= 0

d’où l’on d éduit par d évissage (utilisant le triangle exact de Gysin de [46,
prop. 3.5.4]) que M(U) est somme directe de motifs de la forme δ(M)[i],
avec M ∈ A′. On peut alors lui appliquer la proposition 5.1. Le cas où
dim Z = 0 est plus facile. �

6. PROSPECTIVE

Rappelons le r ésultat principal de [25] :

6.1. Théorème ([25, th. 3.4]). Les trois conjectures suivantes sont équiva-
lentes :

(i) Le théorème 1.7 (avec X ′ = Spec k) et le corollaire 2.1 sont vrais
pour toute k-variété projective lisse X .

(ii) Pour tout n > 0, le morphisme Φn du lemme 3.5 (relatif à un nombre
premier l 6= p donné) est un quasi-isomorphisme.

(iii) Pour tout n > 0, le complexe Zl(n)c
ét (relatif à un nombre premier

l 6= p donné) est malléable (voir [25, d éf. 2.16] pour la d́efinition
de malléable).

Les m éthodes pr éc édentes conduisent en fait à d’autres formulations de
ces conjectures :

6.2. Théorème. Les conjectures du théorème 6.1 sont encore équivalentes
aux suivantes :

(iv) Pour tout n > 0, le morphisme (3.4) (relatif à un nombre premier
l 6= p donné) est un quasi-isomorphisme dans D̄(TZ) (cf. mise en
garde 3.2.1).

(iv bis) Pour tout n > 0, le morphisme (3.5) ou (3.8) (relatif à un nombre
premier l donné) est un isomorphisme pour toute k-variété projec-
tive lisse X .
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(iv ter) Pour tout n > 0, tout nombre premier l et toute k-variété projec-
tive lisse X , les morphismes (3.5) et (3.8) sont des isomorphismes.

(v) Pour toute k-variété projective lisse X , les groupes H i
W (X,Z(n))

sont de type fini.

(v bis) Pour toute k-variété lisse X , les groupes H i
W (X,Z[1/p](n)) sont

des Z[1/p]-modules de type fini.

(v ter) Pour toute k-variété projective lisse X , les groupes H i
W (X,Z(l)(n))

sont des Z(l)-modules de type fini, où l est un nombre premier donné.

(vi) Pour toute k-variété projective lisse X , la forme forte de la conjec-
ture de Tate (concernant ζ(X, s)) est vraie et le motif de Chow h(X)
est de dimension finie au sens de Kimura4. (Avec les notations du
théorème 5.2 : A′ = A.)

(vi bis) Pour toute k-variété projective lisse X , la forme forte de la conjec-
ture de Tate est vraie et l’algèbre des correspondances de Chow
A = CHdimX(X × X) ⊗ Q est semi-primaire : son radical de
Jacobson R est nilpotent et A/R est semi-simple.

(vi ter) La conjecture de Tate (cohomologique, relative à un nombre pre-
mier l donné) est vraie pour les k-variétés abéliennes et la catégorie
rigide A des k-motifs de Chow à coefficients rationnels est en-
gendrée par les motifs de variétés abéliennes et les motifs d’Artin.

Démonstration. (ii) ⇐⇒ (iv) : cela r ésulte du lemme 3.5, puisque le
foncteur R̄γ∗ est conservatif.

(i) =⇒ (iv ter) : on procède comme dans la preuve du th éorème 3.6.
(iv ter) =⇒ (v) : on procède comme dans la preuve du corollaire 3.8.
(v) =⇒ (v bis) : on procède comme dans la d émonstration du lemme 4.3.
(v bis) =⇒ (v ter) pour l 6= p : c’est évident.
(v) =⇒ (v ter) : c’est évident.
(v ter) =⇒ (iv bis) : notons K(n) le cône de (3.4). L’hypothèse implique

que, pour toute k-vari ét é projective lisse X , les groupes HiW (X, K(n)) sont

des Zl-modules de type fini. D’autre part, on sait que (3.4)
L

⊗Z/l est un
quasi-isomorphisme ([15, th. 1.5] ou [14] selon que l 6= p ou que l = p).
Par cons équent, les Hi

W (X, K(n)) sont uniquement divisibles, donc nuls.
(iv bis) =⇒ (iv) : on procède comme dans [25, lemme 3.8] : r éduction à

(3.4)⊗Q, puis puret é et th éorème de de Jong.
(i) =⇒ (vi ter) : la première partie de (vi ter) r ésulte de (i) d’après [45].

La deuxième partie est une cons équence classique de la conjecture de Tate

4Kimura conjecture le second énoncé sur tout corps de base : cela résulterait des conjec-
tures standard et de l’existence d’une décomposition de Chow-K ünneth à la Murre, cf. [1,
ex. 9.2.4]
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forte pour toutes les vari ét és (qui r ésulte de (i)) pour̄A, cf. [38, rem. 2.7] ;
mais (i) implique que A → Ā est une équivalence de cat égories.

(vi ter) =⇒ (vi) : c’est clair, puisque le motif d’une vari ét é ab élienne
est de dimension finie au sens de Kimura [28, ex. 9.1], ainsi que tout mo-
tif d’Artin, que la forme forte de la conjecture de Tate r ésulte de la forme
cohomologique et de la semi-simplicit é de l’action de Frobenius sur la co-
homologie [45], et que cette dernière est vraie pour les vari ét és ab éliennes
[49].

(vi) =⇒ (vi bis) : cela r ésulte de [1, prop. 9.1.14] et du th éorème de
Jannsen [19].

(vi bis) =⇒ (i) : on procède comme dans la d émonstration du th éorème
1.7 et du corollaire 2.1. �

Les r ésultats de [39] indiquent qu’on peut prouver la conjecture de Tate
pour “beaucoup” de vari ét és ab éliennes sur k. La formulation de la conjec-
ture des th éorèmes 6.1 et 6.2 qui nous semble la plus prometteuse est (vi
ter), mais nous nous garderons bien de faire une conjecture sur la d émons-
tration d’une conjecture !
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