EQUIVALENCE RATIONNELLE, EQUIVALENCE
NUMERIQUE ET PRODUITS DE COURBES
ELLIPTIQUES SUR UN CORPS FINI

par
Bruno Kahn

Abstract. — We prove that if X is a product of elliptic curves over a finite
field &, rational and numerical equivalences agree on X . The proof works for
any smooth projective variety X “of abelian type” for which the Tate conjec-
ture holds (the case of products of elliptic curves being due to M. Spiel3’s
[55]). It uses Soulé’s ideas [53], U. Jannsen’s semi-simplicity theorem [22],
and a result of Y. André and the author [1] inspired by S.I. Kimura’s results
on finite-dimensional Chow motives [35]. We give some consequences, among
which : the conjectures of Lichtenbaum [42, §7] hold true for X, the second
Chow group of X is finitely generated, the Beilinson-Soulé conjecture holds in
weight n for the function field of X provided n < 2 or dim X < 2, Gersten’s
conjecture holds for discrete valuation rings with residue field such a function
field if dim X < 2. Also, if U is an open subset of X with dim X < 2, the
action of Frobenius on H; (U, Q;) is semi-simple and its characteristic poly-
nomial does not depend on [ £ char k.

Introduction

Soient k un corps fini de caract eristique p et G = Gal/k). Dans un article
s’eminal [53, th. 4 )], Soul "e d 'emontre que pour toute vari et e projective lisse
X de dimension < 3 et “de type ab elien” (par exemple une vari et e ab "elienne
ou un produit de courbes), I’application “classe de cycle I-adique”

*) CH'(X) ® Qi — H*(X, Qu(i)”

est bijective pour tout nombre premier [ # p et tout < > 0. Ceci est un cas
particulier de deux conjectures fondamentales en g eom “etrie arithm "etique :
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la conjecture de Tate [57] (surjectivit’e de (*)) et la conjecture de Beilin-
son [2, 1.0]™ (injectivit e de (*)). La d 'emonstration consiste a consid erer la
d"ecomposition motivique de X pour se r eduire au th eoréeme de Tate sur les
endomorphismes de vari et 'es ab “eliennes [58] et a I’hypothése de Riemann sur
k (Deligne [10]).

La conjecture de Tate est maintenant d "emontr“ee pour un bon nombre de
vari ‘et es ab “eliennes sur & (voir ci-dessous). La situation est diff "erente pour la
conjecture de Beilinson, qui n’est connue grosso-modo qu’en codimension
1 (ou elle est triviale) ; elle est d’ailleurs utilis 'ee par Soul e dans ce cas pour
obtenir (*). Dans le present article, nous utilisons une id "ee nouvelle de S.1.
Kimura [35] pour la d "emontrer en toute codimension dans un certain nombre
de cas nouveaux.

Plus pr "ecis "'ement, notant .A(k) = A la cat egorie des motifs de Chow sur &
a coefficients rationnels :

Définition 1. — a) Soit B(k) I’ensemble des classes d’isomorphismes de k-
vari et "es projectives lisses dont le motif de Chow est dans la sous-cat ‘egorie
“epaisse rigide de A engendr “ee par les motifs d’Artin et les motifs de vari et es
ab "eliennes (ou de courbes, c’est la méme chose).

b) Soit By (k) C B(k) le sous-ensemble des vari ‘et ’es X v “erifiant la conjec-
ture de Tate (pour un nombre premier [ # p donn’e : cela ne d“epend pas de
[, cf. [58, Th. 2.9] puisque Frobenius opere de maniére semi-simple sur la
cohomologie [-adique de X).

Exemples 1. — a) B(k) contient I’ensemble A(k) d“efini dans [53, 3.3.1].

b) Biate(k) contient les X € B(k) avec dim X < 3 (Soul e, voir ci-dessus) et
les produits de courbes elliptiques [55].

¢) Milne a d "'emontr “e que la conjecture de Hodge pour les vari et "es ab "eliennes
complexes de type C'M implique la conjecture de Tate pour les vari ‘et "es ab “e-
liennes sur & [49]. Inconditionnellement, les r“esultats de [50] montrent qu’on
peut prouver la conjecture de Tate pour “beaucoup” de vari ‘et es ab “eliennes A
sur k. C’est le cas si I’algébre des “cycles de Tate” de A est engendr “ee en degr e
1, par reduction au th 'eoréme de Tate [58]. C’est ainsi que Spiel? d 'emontre la
conjecture de Tate pour les produits de courbes elliptiques. D’autres exemples
sont les puissances de vari etes ab eliennes simples “de type K3” de Zarhin
[64] ou “presque ordinaires” de Lenstra-Zarhin [38], cf. [50, A.7, exemples].
Pour un exemple ou cette condition n’est pas v “erifi ‘ee mais ou n 'eanmoins la
conjecture de Tate est d "'emontr “ee, voir [50, ex. 1.8].

(1)Mais aussi de Lichtenbaum en conjonction avec la conjecture de Tate, cf. [42, §7, 7)].
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d) Un exemple amusant de nature trés | "'egérement diff ‘erente est celui d’une
hypersurface de Fermat

X XP 4+ Xp, =0

ou m est tel que ¢ = —1 (mod m) pour un v convenable (Tate, Katsura-
Shioda, [57, 33]).

Théoréme 1 (cf. th. 1.8). — Pour tout X € Bi..(k), I’6quivalence ration-
nelle est égale a I’équivalence numérique (a coefficients rationnels) sur X.

Dans [29], nous avons montr e que la conjonction des conjectures de Tate
et de Beilinson a des implications consid “erables. Dans cet esprit, nous tirons
les cons “equences suivantes du th 'eoréme 1. Soient X € B.(k), d = dim X
et K = k(X).

Corollaire 1 (cor. 3.10). — Les conjectures de Lichtenbaum [42, §7] sont
vraies pour X.

Corollaire 2 (th. 4.5). — Pour tout ouvert U de X, les groupes H°(U, Ks),
HY (U, Ky) et H*(U,Ky) = CH?*(U) sont de type fini. Le groupe K3(K)inq
est égal a K;(k).

Corollaire 3 (cor. 2.3). — La conjecture de Beilinson-Soulé est vraie en
poids n pour K pourvuquen < 2ouqued < 2.

A ma connaissance, ce sont les premiers exemples non triviaux (au-dela de
la dimension 1) ou cette conjecture est explicitement d "emontr "ee. Toutefois,
pour d = 2 ou pour n = 2, d = 3, les resultats de [53] suffiraient (voir [53, th.
4 iii)] et la d 'emonstration du corollaire 2.3).

Corollaire 4 (th. 4.6). — Sid = 2, on a des isomorphismes canoniques pour
toutn >0

(Kfl”(K) o @ HUE, (Q/Z)’(i))> ® Zg) — K,.(K) @ Z
0<i<n—1
ol (Q/Z)() = lm
(m,car k)=1

Si I’on fait “tendre k& vers I’infini” dans le th 'eoreme 4, on obtient une confir-
mation partielle d’une conjecture de Suslin [56, conj. 4.1 et note] : si un corps
F contient un corps alg "ebriquement clos &, K..(F') est engendr e multiplica-
tivement par K (F) et K. (Fp) (corollaire 4.7 et remarque 4.8). Ce r "esultat est
faux en caract “eristique z "ero d’apres de Jeu [23].
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Corollaire 5 (cor. 2.4). — Supposons d = 2, et soit A un anneau de valua-
tion discréte de corps des fractions E et de corps résiduel K. Alors la conjec-
ture de Gersten est vraie pour la K -théorie algébrique de A : pour toutn > 0,
la suite

0— Kpp1(A) = K1 (E) — Ky (K) — 0
est exacte.

Corollaire 6 (prop. 5.16). — Supposons d = 2, et soit U un ouvert de X.
Alors, pour tout [ # p, I’action de Frobenius sur H} (U, Q;) est semi-simple.
De plus, le polyndme caractéristique de cette action est indépendant de /.

Le corollaire 6 est conjectur e (Grothendieck, Serre) pour tout £-sch 'ema de
type fini U. Gabber m’en a indiqu e une d "emonstration directe. La d 'emons-
tration donn“ee ici consiste @ montrer que le motif a supports compacts de U
dans la cat "egorie triangul "ee des motifs D}, (k) ® Q de Voevodsky [60] est
somme directe de motifs purs decal "es; elle peut servir de modele pour une
d“emonstration future du corollaire 6 en g en "eral.

Pour obtenir les corollaires 1 et 2, nous prouvons des r“esultats plus precis
faisant intervenir une nouvelle cohomologie introduite par Lichtenbaum [43]
(corollaire 3.8).

La d“emonstration du theoréme 1 utilise trois ingredients de maniére es-
sentielle : le fait que la conjecture de semi-simplicit e est vraie pour la coho-
mologie [-adique de X, la semi-simplicit e de la cat 'egorie des motifs modulo
I’ “equivalence num “erique due a Jannsen [22] et un raffinement d’un r "esultat de
Kimura [35, prop. 7.5] d0 a Andr e et a I’auteur [1, prop. 9.1.14]. La technique
de d 'emonstration, quant a elle, remonte a Soul "e [53] via Geisser [14].

Le corollaire 1 se d“eduit du th"eoréme 1 de maniere relativement classique
[46, 47]; toutefois, I’introduction de la cohomologie de Lichtenbaum men-
tionn “ee ci-dessus simplifie bien les choses. 1l faut un peu d’effort pour d “eduire
la version “globale” des conjectures de Lichtenbaum de leur version localis “ee
en chaque nombre premier : a cet “egard, le lemme 3.9 est fort utile.

Le corollaire 3, quant a lui, se d "eduit assez facilement du r “esultat de Geisser
selon lequel la conjugaison des conjectures de Tate et de Beilinson implique
la conjecture de Parshin (cf. corollaire 2.2).

La m“ethode de d“emonstration du th'eoréme 1 et du corollaire 1 conduit a
de nouvelles formulations des trois conjectures dont nous avons d‘emontre
I’ "equivalence dans [31, th. 3.4] : voir th eoréme 6.2.

Cet article est construit comme suit. Au §1, nous d 'emontrons le th 'eoréme
1. Dans les paragraphes suivants, nous “tirons les marrons du feu” : cette
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op eration demande a I’occasion le port de gants ignifuges. Comme indiqu e
ci-dessus, les cons “equences que nous donnons sont toutes des cas particuliers

de cons “equences des trois conjectures “equivalentes de [31, th. 3.4], dont beau-
coup ont et’e deja d 'egag "ees dans [29] : nous nous sommes efforc e de r ediger
les d "emonstrations de telle maniére qu’elles puissent étre reproduites telles
quelles quand ces conjectures seront d ‘emontr “ees.

Au §2 nous donnons les cons ‘equences les plus imm “ediates du th eoréme 1,
dont les corollaires 3 et 5. Au §3, nous introduisons la cohomologie de Lich-
tenbaum (a coefficients dans les complexes de cycles de Bloch), “etendons
les classes de cycles motiviques [-adiques de [31] (I # p = cark) en des
classes "emanant de la cohomologie de Lichtenbaum motivique et construisons
une classe de cycle p-adique correspondante ; nous d ‘emontrons ensuite leur
bijectivite pour X € B..(k). Nous en d eduisons le corollaire 1 et des pro-
pri et “es de finitude pour la cohomologie motivique de Lichtenbaum, meilleures
que pour la cohomologie motivique “etale (et conjectur ‘ees par Lichtenbaum
dans [43, introduction] pour toute vari et e projective lisse). Nous en d "eduisons
aussi une formule pour le conoyau de I’application “classe de cycle [-adique
entiére” CH™(X) ® Z; — H2". (X, Z;(n)) (corollaire 3.12).

Au §4, nous d 'emontrons quelques r “esultats sur les ouverts de X et sur son
corps des fonctions, dont les corollaires 2 et 4. Au §5, nous tirons la substanti-
figue meelle des arguments pr “ec edents dans le cadre motivigue. Pour ce faire,
nous introduisons une cat ‘egorie de “motifs de Chow “etales” Chogy(k), fort
pratique (voir [51] pour une approche diff ‘erente, en termes de realisations).
Nous en deduisons un curieux “principe d’identit’e de Manin arithm “etique”
(corollaire 5.10). Nous y d 'emontrons aussi le corollaire 6. Dans le §6, nous
investigons la mesure dans laquelle les m “ethodes de cet article pourraient rap-
procher I’ “ech "eance de la d "emonstration des conjectures indiqu “ees. Enfin, dans
I’appendice, nous construisons une fonctorialit e covariante sur la cohnomolo-
gie motivique “etale, n“ecessaire pour la construction de Chogy(k).

Une partie substantielle du travail de Kimura sur lequel nous nous appuyons
a “et’e obtenue ind "'ependamment par Peter J. O’Sullivan (communication per-
sonnelle @ Andre et & I’auteur) : notamment la notion de dimension finie au
sens de Kimura (semi-positivit e dans sa terminologie) et le fait que le motif
de Chow d’une vari et e ab "elienne est de dimension finie au sens de Kimura. Il
n’obtient par contre pas le th eoréme de nilpotence de Kimura, ni a fortiori la
proposition 1.4.

Les lignes ci-dessus soulignent la dette que j’ai envers les travaux ant “erieurs
apparaissant dans la bibliographie : ils sont trop nombreux pour étre cit "es dans
le d "etail. En particulier, il aurait sans doute “et e possible de r “ediger les §§3—6 en
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termes de cohomologie motivique “etale sans le travail de Geisser [15], mais
les r esultats auraient “et’e plus d esagr eables a “enoncer et les d “'emonstrations
plus compliqu “ees.

Je remercie Yves Andr’e, Thomas Geisser, H elene Esnault, Ofer Gabber,
Steven Lichtenbaum, Christophe Soul "e et Eckart Viehweg pour des commen-
taires pertinents sur la preparation de ce texte ; en particulier T. Geisser pour
avoir attir e mon attention sur le probléme soulev e dans 3.2.1 et m’avoir in-
cit’e a “ecrire I’appendice A, et C. Soul e pour m’avoir encourag e a ne pas me
limiter aux produits de courbes elliptiques. D’autre part, c’est avec Y. Andr’e
que j’ai d’egag e dans [1] la proposition 1.4 ci-dessous, resultat cl e sur lequel
repose tout ce travail.

1. Equivalence rationnelle et équivalence numérique

Soient A la categorie des motifs de Chow sur & a coefficients rationnels
et A la categorie des motifs purs sur k£ modulo I’ equivalence num erique,
“egalement a coefficients rationnels : cette derniére est ab "elienne semi-simple
d’aprés [22]. On a un foncteur plein

A— A
M — M.

Pour tout objet M de A ou A, on note F,; I’endomorphisme de Frobenius
de M. Pour toute k-variet’e projective lisse X, on note 2(X) (respa(X)) le
motif de X dans A (resp. son image dans .A).

1.1. Remarque. — Comme Voevodsky, nous adoptons la convention que le
foncteur X — h(X) est covariant, et non contravariant comme il est d’usage
plus traditionnellement. Nous notons aussi M ® L = M (1) aulieude M®L =
M(—1), ou L est le motif de Lefschetz (h(P!) = 1 & L). Avec ces conven-
tions,ona CH"(X)® Q = A(h(X),L") et CH,(X) ® Q = A(L™, h(X))
pour toute k-vari ‘et e projective lisse X, ainsi que h(X")= h(X)(— dim X).

Rappelons la d “efinition suivante [35] :

1.2. Définition. — Un objet M € A est de dimension finie au sens de Ki-
mura s’il existe une d 'ecomposition M ~ M & M_ et deux entiers n,,n_ >
0 tels que A"+ 1M = S*-+LM_ = 0.

Ona:
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1.3. Théoreme (Kimura [35, th. 4.2, cor. 5.11, prop. 6.9])

La sous-catégorie pleine de A formée des motifs de dimenson finie au
sens de Kimura est additive, épaisse et rigide (stable par somme directe, fac-
teurs directs, produit tensoriel et dual). Elle contient les motifs des variétés
abéliennes.

La proposition suivante est directement inspir “ee de [35, prop. 7.5].

1.4. Proposition ([1, prop. 9.1.14]). — Soit M € A un motif de dimension
finie au sens de Kimura. Alors le noyau de A(M, M) — A(M, M) est un
idéal nilpotent. O

1.5. Lemme. — Soit N € A, de dimension finie au sens de Kimura. Suppo-
sons que N soit simple et que Fiy # 1. Alors A(1, N) = 0.

Démonstration. Soit P € Q[T] le polyndme minimal de Fjy : comme
A(N, N) est une Q-algébre a division, P est un polynéme irr eductible, dif-
ferent de 7' — 1 par hypothése. D’aprés la proposition 1.4, il existe n > 0 tel
que P(Fy)" = 0. Soit f € A(1,N). Alors Fyf = f,dou P(1)"f = 0 et
f=0. O

1.6. Proposition. — Soient M, M’ € A deux motifs de dimension finie au
sens de Kimura. Supposons que tout facteur simple N de (M')Y ® M vérifie
soit N ~ 1, soit Fly # 1. Alors I’lhomomorphisme A(M’, M) — A(M', M)
est un isomorphisme.

Démonstration. Grace au th 'eoréeme 1.3, on se raméne par dualit”e au cas ou
M’ = 1. En reappliquant la proposition 1.4, on voit que toute d "'ecomposition
de 1;; en somme d’idempotents orthogonaux se reléve en une telle somme
dans A(M, M). Pour cette d "'ecomposition, on a donc

M =P M

ou les Mz-isont simples. De plus, en utilisant toujours la proposition 1.4, on
voit que M; ~ 1 = M, ~ 1. La proposition 1.6 r "esulte donc de I’hypothese
et du lemme 1.5. O

1.7. Remarque. — Le principe de la d 'emonstration du lemme 1.5 et de la
proposition 1.6 est trés proche dans I’esprit de [14, prop. 3.2].
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1.8. Théoreme. — Soient X, X’ deux k-variétés projectives lisses telles que
X Xp X" € Biate(k). Alors, pour tout n € Z, I’lhomomorphisme

CHM™ (X' x X)® Q = A(h(X"), h(X)(n))
— A(h(X'), M(X)(n)) = A (X' x X) © Q

num

est un isomorphisme.

Démonstration. Comme ci-dessus, on se ramene a X’ = Spec k. Remar-
quons que h(X)(n) est de dimension finie au sens de Kimura [35, ex. 9.1].
Par ailleurs, I’action de Frobenius sur les H'(X, Q;) est semi-simple : en effet,

ils sont engendr "es multiplicativement par [ et cela r ‘esulte alors des r ‘esultats
de Weil [63]. En utilisant la conjecture de Tate, on en d "eduit que I’ "equivalence
homologique et I’ "equivalence num “erique coincident sur X [59, th. 2.9]. Il en
r esulte alors (cf. [48, prop. 2.6]) que pour tout facteur simpleN de h(X)(n),

on a soit N ~ 1 soit Fiy # 1. L’hypothése de la proposition 1.6 est donc

v erifi ee, d’ou le th eoréme 1.8. O

2. Premiéres applications

2.1. Corollaire. — Soit X € By, (k). Alors, pour tout n, I’ordre du pole de
la fonction z&ta ((X, s) en s = n est égal au rang de C H™(X) (qui est fini
d’apreés le théoreme 1.8).

Démonstration. Un cas particulier du th’eoréme 1.8 est que, sur X, I’ "e-
quivalence homologique (relative disons a la cohomologie /-adique pour un
nombre premier [ diff "erent de la caract “eristique de k) est “egale a I’ "equivalence

num “erique. L’ "enonc “e r “esulte donc du th "eoréme de SpieR, du th 'eoreme 1.8 et
de [59, th. 2.9]. O

La seconde application r“esulte de Geisser [14, th. 3.3] :

2.2. Corollaire. — Si X € By,.(k), alors la conjecture de Beilinson-Parshin
est vraie pour X : K;(X) est un groupe de torsion pour tout i > 0. OJ

Notons H*(X, Q(n)) les groupes de cohomologie motivique de X a coef-
ficients rationnels : dans cette section, ils peuvent étre d efinis a la Beilinson
comme espaces propres de groupes de K -th “eorie pour les op “erations d’ Adams
[54].
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2.3. Corollaire. — Soient X € Biae(k), d = dim X, K = k(X) et n un
entier > 0. Alors la conjecture de Beilinson-Soulé vaut pour K en poids n, et
on a méme
H'(K,Q(n)) =0pouri <n
dans les deux cas suivants :
i d<2
(i) n<2.

De plus, sous la condition (i), KM (K) et K,,(K) sont de torsion premiére a
ppourn > 3 et KM(K) est de torsion impaire pour n > 4.

Démonstration. cf. [14, th. 3.4] : on utilise le corollaire 2.2 et la suite
spectrale de coniveau pour la cohomologie motivique. Si d < 2, les corps
residuels F' de X autres que K sont de dimension 0 ou 1, donc les “enonces
“H'(F,Q(n)) = 0 pouri < n” et “H'(F,Q(n)) = 0 pour n > dim F” sont
connus par les th eoremes de Quillen [52, 19] et de Harder [21]. Sin < 2, les
poids intervenant dans les termes E7*? avec p > 0 sont < 1, et I’ "enonc e est
encore connu [37, cor. 6.8]. L’assertion “premiére a p” resulte de [16], et la
derniére assertion pour car k = 2 resulte de la conjecture de Milnor [61]. [

2.4. Corollaire. — Soit A un anneau de valuation discréte de corps des frac-
tions £ et de corps résiduel K, 00 K = k(X) avec X € Byage(k), dim X < 2.
Alors, pour tout n > 0, la suite

0= Knp1(A) = Kpp1(E) — Kn(K) — 0

est exacte.

Démonstration. Soit m > 0 premier & p = car k. Le diagramme commutatif
au signe pres
Kpo(E,Z)m) —p K1 (E)

l |

K, (K,Z/m)— ,,K,(K)

et la conjecture de Gersten pour K, (—,Z/m) (Gillet [18]) montrent que I’ho-
momorphisme r’esidu,, K, .1 (E) — ,,K,(K). L’assertion r’esulte donc du
corollaire 2.3 pour n > 3, et est bien connue pour n < 2 puisqu’alors
K,(K) = KM(K). O
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3. Classes de cycle motiviques

3.1. Cohomologie motivique. — Nous d’efinirons la cohomologie mo-
tivique d’une k-variet’e lisse X comme I’hypercohomologie de Zariski
H}. (X,Z(n)) des complexes de cycles de Bloch d ecal es (cf. [4, 17, 31] pour
les details). Nous aurons aussi besoin de consid ‘erer I’hypercohomologie de
ces complexes par rapport a d’autres topologies, et de les comparer. En parti-

culier, le resultat ci-dessous sera d’usage constant :

3.1. Proposition ([31, prop. 1.18]). — Pour toute variété lisse X, les homo-
morphismes

H%ar(X7 Q(n>> - H(Zzt(X7 Q(n>>
sont des isomorphismes. O

On a aussi :

3.2. Proposition. — Soit X € Bi,.(k). Alors H., (X, Q(n)) = 0 pour i #
2n.

Démonstration. Notons que I’ "enonc e est trivialement vrai pour : > 2n et
toute variet’e lisse X (sur un corps quelconque) par d’efinition de la coho-
mologie motivique. Pour i < 2n, cela resulte du corollaire 2.2 et du fait
que Hj, (X, Q(n)) ~ grl Ky _(X) [4]. (Variante : raisonner directement
comme dans la d "'emonstration du th "eoréme 1.8, en utilisant le fait que Frobe-
nius agit sur ce groupe par multiplication par ¢, cf. [14].) O

3.2. Cohomologie de Lichtenbaum. — Nous allons utiliser la cohomologie
introduite par Lichtenbaum dans [43](®). Cette cohomologie a ete “egalement
“etudi “ee par Geisser [15].

Rappelons [42, prop. 2.2] que la cat "egorie des faisceaux pour la topologie
de Lichtenbaum sur une k-vari et e X de type fini est “equivalente a la cat "egorie
des faisceaux “etales Z-equivariants suk = X x, k, ol I’action de Z sur X
est donn "ee par le morphisme de Frobenius galoisien. Pour un tel faisceau F,
on pose

HSV(Xaf) = Hgt(va)Z

(?) Lichtenbaum dénomme cette cohomologie W&il-étale cohomology. Il nous parait plus pra-
tique et plus juste de la rebaptiser conomologie de Lichtenbaum, la terminologie “cohomolo-
gie de Weil” pouvant de toute fagon pr7eter a confusion.
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et la cohomologie de Lichtenbaum Hj;, est d“efinie comme les foncteurs
d’erives de F — #(X, F). En particulier on a une suite spectrale [43, prop.
2.3]

(3.0) HP(Z, HY(X,C)) = Hy(X,C)

pour tout complexe de faisceaux “etales Z- "equivariants.

Pour comparer conomologie “etale et cohomologie de Lichtenbaum, le point
de vue de Geisser [15, §2] est d’identifier la cat 'egorie des faisceaux “etales sur
X 4 la cat egorie des faisceaux “etale¥- equivariants (topologiques discrets)
sur X, ol Z = Gal(k/k) [8, Exp. XIII, 1.1.3]. Soit T7(X) (resp. 7,(X)) la
cat egorie desX -faisceaux “etales Z- equivariants (resf- equivariants) : on a
des foncteurs adjoints “evidents

Tx - Tg(X) = Tz(X), (x)s s Ta(X) — To(X).

Notons 77 et 7, les cat "egories de faisceaux correspondantes sur les “grands
sites lisses” correspondant & la cat "egorie Sm/k des k-vari etes lisses de type
fini. On a des foncteurs adjoints correspondants

Vi Ty —Tp v Tr— T
induisant des foncteurs adjoints sur les cat “egories d “eriv “ees
v':D(T) — D(Tz), Ry.: D(Tz) — D(Ty).

3.2.1. Miseengarde. — Le foncteur R+, n’est pas conservatif. Par exemple,
soit Q(n) le Z[Z]-module de support Q, I’action du g“enerateur de Z “etant
donn’ee par r +— {r. Alors Q(n) d’efinit un objet de 7, mais on a
Hi (X,Q(n)) = 0 pour tout X € Sm/k dés que n # 0 : c’est imm "ediat
a partir de (3.1).

Pour obvier cet inconv enient, introduisons la sous-categorie “epaisse
D;,,(Tz) de D(7z) form ee des complexes C tels que H, (X,C) = 0 pour
tout X € Sm/k, et notons

D(Tz) = D(Tz)/ Din(Tz).
Soit 4 le compos e de  avec le foncteur de localisation D(77z) — D(7z).
Alors R, se factorise en un foncteur exact

qui est conservatif par construction, et adjoint a droite de 5. Nous aurons
besoin de R+, plutdt que de R+, pour une formulation correcte du th 'eoréme
6.2 (iv).
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3.3. Cohomologie de Lichtenbaum motivique. — Nous consid ‘ererons
principalement la cohomologie de Lichtenbaum a coefficients dans les com-
plexes de cycles de Bloch. Pour tout X € Sm/k, le foncteur R(vx). induit
des homomaorphismes canoniques

Hi, (X, Z(n)) — Hy (X, Z(n)).

Le resultat suivant de Geisser sera d’usage constant : notons [ le Bockstein
et e le g'en’erateur de }(k,Z) = Hom(Z,Z) envoyant (par exemple) le
Frobenius g "eom “etrique sur 1. On a de longues suites exactes [15, th. 6.1]

(32) -+ — Hy(X,Z(n)) — Hiy(X,Z(n))
— HN(X,Z(n) @ Q S HIF (X, Z(n)) — ...
ou O est donn "ee par la composition
Hi '(X,Z(n)) ©® Q = Hy (X, Q(n)) — Hy '(X,Q/Z(n)) =
Hiy (X, Q/Z(n)) & H (X, Z(n))

(cf. [29, prop. 9.12]).
Onaaussi :

3.3. Proposition ([15, th. 6.5 et 6.7]). — a) Pour toute k-variété lisse X de
dimension d et pour tout n > 0, on a Hi}, (X, Z(n)) = 0 pour i > sup(2d +

ILn+d+1).
b) Si X est de plus projective, on a un diagramme commutatif
Hif (X, Z(d)) —— HE'(X,Z(d))* ——= Z ® (fini)
HXH X, Z(d) «—— H2?Y(X,Z(d))z —— y/

ou I’isomorphisme H24(X,Z(d))z = Z provient de I’'homomorphisme “de-
gre”

HZ(X, Z(d)) = CHY(X) — Z
(cf. [15, d"em. du lemme 6.4 a)]). O

Nous aurons aussi besoin de la

3.4. Proposition. — Pour toute variété lisse X, H};, (X, Z(n)) est de torsion
pour¢ > 2n + 1.
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Démonstration. Cela resulte par exemple du fait que H,.(X,Q(n)) =
H! (X,Q(n)) = 0 pour i > 2n et de la suite spectrale (3.1). O

3.4. Classe de cycle [-adique. — Fixons un nombre premier [ # p. Nous
allons utiliser une application classe de cycle motivique [-adique pour la co-
homologie de Lichtenbaum. Cela revient a “etendre les homomorphismes de
[31, §1.4]

Hi (X, Z(n)) @ Zy — Hiopi (X, Zo(n))
en des homomorphismes provenant de H,, (X, Z(n)) ® Z;.

Indiquons rapidement comment on procéde : notons « : (Sm/k)s —
(Sm/k)z. le foncteur de projection entre les sites d efinis par la categorie
Sm/k des k-varietes lisses de type fini munie respectivement des topologies
“etale et de Zariski. Dans [31, th. 1.17], nous avons d efini un objet Z(n) €
D= (Ab((Sm/k)z.)) dont la restriction a toute k-vari’et’e lisse X est quasi-
isomorphe au complexe de cycles de Bloch de poids »n sur X, puis un mor-
phisme dans la cat "egorie d eriv ee [31, (1.8)]

L
(3.3) a*Z(n) @2y — Zy(n)g,
ol Z;(n)§, = Rlim pup" dans la categorie deriv ee des faisceaux “etales, que
nous identifions canoniquement a D(7Z;) (cf. 3.2).

D “efinissons de méme Zn)5, = R@y*uﬁn dans D(7z) (ibid.). On a
alors un morphisme compos e
(3.4) Y'a'Z(n) — v Zi(n)g — Z(n)yy-

C’est le morphisme cherch e : il induit des homomorphismes

Hy (X, Z(n)) @ Zy — Hy (X, Zy(n)iy).

Il reste & remarquer que I’adjoint Z;(n)¢, — Ry.Z;(n)§, du morphisme
v*Zi(n)s, — Z;(n)5, estun quasi-isomorphisme : cela r ‘esulte du fait que Ry
et Rlim commutent et de I’analogue de (3.2) a coefficients 2", qui montre
que pi" — Ry.y* ™ est un quasi-isomorphisme pour tout n (cf. [15, cor.
3.4]). On en conclut que I’homomorphisme canonique

(X, Za(n)) — Hiy (X, Zy(n)y)

cont
est bijectif, et on en d “eduit bien I’application “classe de cycle” promise :
(3.5) Hiy (X, Z(n)) @ Z; — H! (X, Zi(n)).

(Bien entendu, on pourrait aussi proc ‘eder naivement a partir de [17, §3.7],
voir aussi [5, §4], qui est de toute facon a la base de notre construction, en
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definissant (3.5) “vari ‘et e par vari et e” et en “evitant [31, (1.8)], mais les d etails
seraient plus p “enibles a r“ediger.)
En fait :

3.5. Lemme. — L’homomorphisme (3.5) n’est autre que celui induit par le
L
morphisme ®,, : o*Z(n) ® Z;(0)§, — Z;(n)¢, de [31, conj. 3.2].

Démonstration. Rappelons que ®,, est d ‘efini comme la composition

L L
&"Z(n) @Z(0)g — Zi(n)g ® Zi(0)g, — Zy(n)g

ou la premiere fleche se d“eduit de (3.3) et la suivante est donnee par le cup-
produit. Nous allons voir que ®,, se d "eduit de (3.4) par application du foncteur
R,.

En effet, on a dgja vu le quasi-isomorphisme Z(n)5, — Ry.Z(n),.
D’autre part, d’aprés [15, th. 3.3], le morphisme de double adjonction

L
(3.6) Rv.Z® a*Z(n) — Rvy.v*a*Z(n)
est “egalement un quasi-isomorphisme. Dans [29, th. 4.6 et 6.3], nous avons
“etabli un quasi-isomorphisme

Zl(O)c ~7°® Zl

ét —
ou Z¢ est un certain complexe de longueur 1. Enfin, dans [15, th. 4.2], Geisser
“etablit un quasi-isomorphisme Z ~ R~,Z. L’assertion resulte ais ement de
tous ces quasi-isomorphismes, en suivant leurs d “efinitions respectives. O

3.5. Classe de cycle p-adique. — Posons
Z,(n)g = Rlimwv,(n)[-n] (n=0)
ou v,.(n) est le n-iéme faisceau de Hodge-Witt logarithmique de niveau r, et
de méme
Z,(n)fy = Rlim v, (n)[—n].
Pour n < 0, on pose Z,(n)§, = 0 et Z,(n)5, = 0.

En passant a la limite sur la construction de [16, d "em. du th. 8.3], on obtient
une classe de cycle motivique p-adique pour la cohomologie “etale

a*Z(n) ® Z, — Zp(n)gt

puis une classe de cycle motivique p-adique pour la cohomologie de Lichten-
baum

(3.7) Y Z(n) ® Z, — 'Y*Zp(n)gt - Zp(n)%,
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et plus concretement, pour une vari et e lisse X donn "ee, des homomorphismes
(3.8) Hyy (X, Z(n) ® Zy — Heon (X, Zp(n))
Ol Heoy (X, Zp(n)) := H (X, Zy(n)) — Hiy (X, Zy(n)7y,) (cf. 3.4).

cont
3.6. Bijectivité des classes de cycle. —

3.6. Théoréme. — Si X € Bia(k), (3.5) est un isomorphisme pour tous
[ # p, i,n, et (3.8) est un isomorphisme pour tous i, n.

Démonstration. Traitons d’abord le cas de (3.5). D’aprés le lemme 3.5, il
suffit de voir que le morphisme induit par &, est un isomorphisme pour tout
n; cela r’esulte du th“eoreme 1.8, du corollaire 2.1 et de [31, th. 3.4]. (On
pourrait aussi proc “eder directement a partir de la conjecture de Tate et du
theoréme 1.8, mais ce serait plus laborieux.) On en d "eduit d eja :

3.7.Lemme. — Pour X € Bi..(k),0na Hi, (X, Q(n)) = 0 pour i < 2n et
la composition

CH"(X)® Q ~ Hz;,(X,Q(n)) — Hi (X, Q(n))
est un isomorphisme pour tout n > 0.

Démonstration. Le premier point resulte par r“ecurrence sur i de la suite
exacte (3.2) (cf. propositions 3.1 et 3.2). Cette méme suite exacte implique
alors que HZ"(X,Q(n)) — HZX(X,Q(n)) est un isomorphisme, et on
conclut par la proposition 3.4. O

D “"emontrons maintenant que (3.8) est aussi un isomorphisme. On procéde
directement, en imitant la m“ethode de [31, §3.4] : on remarque d’abord que
la version de (3.8) a coefficients Q,/Z, est un isomorphisme d’apres [16] (ce
fait est vrai pour toute k-variet’e lisse). Par le lemme des 5, on se raméne a
d“emontrer que (3.8)®Q est un isomorphisme.

On sait dgja que H,(X,Q(n)) = 0 pour i < 2n (par le lemme 3.7) et
pour i > 2n + 1 (par la proposition 3.4). La méme chose est vraie pour les
groupes H! . (X,Q,(n)), en utilisant un th 'eoreme de Gabber [7, th. 3] et la
suite exacte longue

s = Hét_n_l(Xa Voo(n)) - Héont(X7 Zp(n)) -
Héont(X> Q,(n)) — Hét_”(X, Veo(n)) — ...

Il reste donc a traiter les cas i = 2n et i = 2n + 1. Milne [46, prop.
5.4] a d’emontr’e qu’on peut utiliser I’action galoisienne sur les groupes
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H(X,Q,(n)) a la place de I’action de Frobenius sur la cohomologie cris-
talline pour calculer la fonction (X, s). En particulier, en tenant compte de
I’hypothése de Riemann [10] et de [34], cela d 'emontre que

(3.9) H(X,Q,(n)" = H'(X,Q,(n))e = 0 pour i # 2n.
Consid “erons le diagramme commutatif (cf. [31, d 'em. de la prop. 3.9])
Hi (X, Z(n) ® Qp — Hipo (X, Qp(n)) —He (X, Qp(n))¢

(3.10) -elz l fl
Hyg ™1 (X, Z(n)) ® Qp—Hegnt ' (X, Qp(n))«—Hene (X, Qp(n))c
ou f est la composition
Hv?c?nt(*)za Qp(n)>G — Hgglnt(Xa Qp(n)) - H(?onnt<X7 Qp(n>)G

(voir [46, prop. 6.5] pour la commutativit "e du carr e de droite). La fleche verti-
cale de gauche est un isomorphisme par le cas [ # p, et les fleches horizontales
de droite sont des isomorphismes grace a (3.9).

En proc "edant comme dans [59, §2] et en utilisant [46, prop. 5.4] et [34], on
voit que le corollaire 2.1 implique que f est bijective et que la composition

CH"(X)® Q, — H%I?(X> Z(n) ®Q, — Hg:nt(Xa Qp(n))G

est surjective. De plus, le th’eoréme 1.8 implique que cette composition est

injective. En utilisant le lemme 3.7, on en d “eduit que la composition horizon-

tale sup “erieure dans (3.10) est bijective. Il en r esulte que tous les homomor-
phismes de (3.10) sont bijectifs. O

3.7. Conséquences. —

3.8. Corollaire. — Si X € By (k) et d = dim X,
a) L’accouplement

(3.11)  HIN(X,Z(n)) x HX¥ (X, Z(d — n)) — HiH(X,Z(d)) — Z

est parfait modulo torsion pour tout 7.
b) Pour tout (i, n), I’accouplement

Hyy (X, Z(n))iors % Hi 7' (X, Q/Z(d — n))
— Hi ™ (X, Q/Z(d)) — Q/Z
induit un accouplement parfait de groupes finis
Hyy (X, Z(n))iors x Hi 7 (X, Z(d = 1) Jiors — Q/Z.
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c) (cf. [43, introduction]) Les groupes H{, (X, Z(n)) sont de type fini pour
tout 4, finis pour i ¢ {2n,2n + 1} et nuls pour i < 0 (si n > 0).
d) Le noyau et le conoyau du cup-produit par e

Hiy (X, Z(n)) — Hy (X, Z(n))

sont finis.
e) L’homomorphisme canonique

Hy (X, Z(n)) — Hy (X, Z(n))
est un isomorphisme pour i < 2n.

Démonstration. Il r ‘esulte de [10, 34, 13] que H, (X, Z;(n))ors €St fini pour
touti € Z, y compris [ = p, et nul pour presque tout / (cf. [7, th. 2 et 3]). De
plus, H: (X, Z;(n)) est fini pour ¢ # 2n, 2n + 1 (ibid.). Il resulte d’abord de
ceci et du th "eoréme 3.6 que c) est vrai pour i ¢ {2n,2n + 1}, et est vrai pour
i € {2n,2n + 1} apres tensorisation par Z; (pour tout /).

L’assertion b) est vraie apres tensorisation par Z; par le cas de la cohomo-
logie “etale continue (cf. [46, th. 1.14] pour le cas [ = p); sa version entiére
en r’esulte directement. De méme, a) est vrai apres tensorisation par Z. La
version entiere de a) et de c) r esulte alors du lemme suivant, que nous n’avons
pas trouv e dans la litt "erature :

3.9. Lemme. — Soient R un anneau de Dedekind et A x B — R un accou-
plement de deux R-modules A, B sans torsion.

a) Supposons que cet accouplement devienne parfait apres tensorisation par
R, pour tous les idéaux maximaux [ de R, ou R; désigne le complété de R en
[. Alors il est parfait.

b) Soit K le corps des fractions de R. Si, de plus, A ® K ou B ® K est un
K-espace vectoriel de dimension finie, alors A et B sont de type fini.

Démonstration. a) Soit ;) le localis e de R en /. Comme I’extension i/ R
est fidelement plate, I’hypothése vaut en remplagant £ par R;. Consid erons
I”’homomorphisme (injectif)
(3.12) A — Hom(B, R).
On a une chaine d’homomorphismes
A(l) — Hom(B, R)(l) — Hom(B(l), R(l)).

Il est facile de voir que le second homomorphisme est injectif. De plus,
la composition est bijective par hypothése. Par consequent, le premier ho-
momorphisme est lui aussi bijectif. Le conoyau M de (3.12) v erifie donc
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Mgy = 0 pour tout [. 1l en r'esulte que M = 0 et que I’accouplement est
parfait.

b) Pour fixer les id "ees, supposons que dilg B ® K < oo. Soit (b1, ..., b,)
une famille d’ "el 'ements de B qui d "efinit une base de B ® K, et soit IBsous-
module de B engendr e par les ). Comme pour tout b € B, il existe r € R tel
que rb € B, I'application Hom(B, R) — Hom(B’, R) est injective. Donc A
s’injecte dans un R-module de type fini et il est donc lui-méme de type fini.
En “echangeant A et B, on obtient la méme conclusion pour B. OJ

Revenons a la d "'emonstration du corollaire 3.8 : il reste a d "'emontrer d) et ).
L’assertion d) resulte de c) et du fait qu’elle est vraie aprés tensorisation par
Q, comme il r esulte de la d 'emonstration du th 'eoréme 3.6. Enfin, e) d ecoule
de c) et de (3.2), par r ecurrence sur 7. O

3.10. Corollaire. — Les conjectures de [42, §7] sont vraies pour X €
Btato(k)-

Démonstration. Rappelons tout d’abord ces conjectures [42, §7] en termes
modernes ; “etant donn e une k-vari et e projective lisse X :

1. H.(X,Z(n)) = 0 pour 7 grand.

2. H?"(X,Z(n)) est un groupe ab “elien de type fini.

3. H..(X,Z(n)) est fini pour i # 2n,2n + 2, nul pour i < 0 lorsque
n > 00,

4. H22(X, Z(d)) est canoniquement isomorphe & Q/Z, ol d = dim X.

5. L’accouplement

Hi (X, Z(n)) x Hz™*7(X,Z(d — n)) — HZ™*(X,Z(d)) — Q/Z

est “parfait”, au sens qu’il d“efinit une dualit’e parfaite de groupes finis
pour i # 2n et une dualit’e parfaite entre un groupe de type fini et un
groupe de cotype fini pour i = 2n. En particulier, rg H24(X, Z(d)) = 1.

6. Les groupes H2"(X,Z(n)) et H2*"(X,Z(d — n)) ont le méme rang
m(n).

7. m(n) est I’ordre du pdle de la fonction Z(X,t)ent = ¢~™ (((X, s) =
Z(X,q7%)).

(3)Cette conjecture de nullité résulte de I’axiome (1) de [42, §3]; il est pratique de I’insérer
ici.
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8. lim (1 —¢"t)"™WZ(X,t) = £qxXOxn\ (X, Z(n)), avec

t—q—"
X(X,Z(n)) =
H |H2 (X Z(n>>|(—1)i ) |H§tn(X7 Z(n))tors| Hé?tm_z(X? Z(n))cotors|
ét ’
1#£2n,2n+2 Rn(X)

ou R, (X) est la valeur absolue du d "eterminant de I’accouplement

HZ"(X,Z(n))/tors x H272"(X,Z(d — n))/tors
— H2Y(X,Z(d))/tors — Z

par rapport & des bases quelconques de HZ'(X,Z(n))/tors et de
HZ27 (X, Z(d — n)) /tors, et

X(X,0x,n) = Y (1) (n—i)hy, hy; = dim H (X, Q).
0<i<n
0<j<d

En fait, X “etant quelconque, les "enonces 1 et 4 ne sont plus des conjectures,
ni le fait que rg H24(X, Z(d)) = 1 : vu (3.2), le point a) de la proposition 3.3
implique la conjecture 1 de Lichtenbaum pour ¢ > 2d + 2 et le point b)
implique la conjecture 4 et le fait que H2%(X, Z(d)) est de type fini et de rang
1. Cela peut d’ailleurs s’obtenir directement.

Il reste & traiter les conjectures 2, 3, 5, 6, 7 et 8. La conjecture 2 r esulte
du corollaire 3.8 c) et e), ainsi que la conjecture 3 pour i < 2n; le reste
d“ecoule du corollaire 3.8 c) et de la suite exacte (3.2). De méme, 5 d "ecoule du
corollaire 3.8 a) et b), via (3.2), et 6 decoule du corollaire 3.8 a) et €). Enfin,
7 d”ecoule du corollaire 3.8 €) et du corollaire 2.1.

Pour 8, on pr efére d 'emontrer la variante de [15, th. 8.1] (voir aussi [51, th.
10.7]), qui lui est “equivalente via (3.2) :

8w tlim (1—qgt)"™Z(X,t) = £q¥XOxmy (X, Z(n)), avec

—q "

XX Z(m) = T3 (6 Z00) | "+ ()7

)

et x(X,Ox,n) comme dans 8, ou R,(X) est la valeur absolue du
determinant de I’accouplement (3.11) vu modulo torsion par rapport a
des bases quelconques de HZ (X, Z(n))/tors et de Had ™" (X, Z(d —
n))/tors.
On peut proc 'eder comme dans [47, th. 4.3 et cor. 5.5] (cf. [29, cor. 7.10 et
th. 9.20] et [15, d "em. du th. 8.1]). O
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3.11. Remarque. — Il est facile de preciser le signe dans la conjecture 8 de
Lichtenbaum : on remarque simplement que (X, s) est & valeurs r "eelles posi-
tives pour s reel assez grand et ne s’annule pas pour s > d. Le signeens =n

ne d "epend alors que de I’ordre des z"eros pour s > n : on trouve qu’il est “egal
a (_1)Za>n m(a’)

3.12. Corollaire. — Soit X € By,e(k). Alors, pour tout [, on a une suite
exacte

0— CH"X){l} - CH"(X)®Z; & H" (X, Qi/Zi(n))
— Hop(X, Zi(n)) — CH"(X) ® Qui/Z; — HZ' (X, Qu/Zi(n)).
En particulier, on a une suite exacte

0 — Ker(CH"(X) ® Qi/Zi — HZ(X, Qi/Zi(n)))
— Coker(CH™(X) @ Z; 5 H2? (X, Zi(n)))
— Coker(CH"(X){1} 25 H2"(X,Q)/Zi(n))) — 0

ol ¢l est la classe de cycle [-adique, cl est la classe de cycle a coefficients
divisibles et bl est le raffinement de Bloch de la classe de cycle /-adique sur
les cycles algébriques de torsion [3].

Démonstration. Cela r“esulte imm “ediatement du diagramme commutatif de
suites exactes
0 0 0

CHM" XN} =Hp (X, Qu/Zi(n)) —— HE (X, Qu/Zi(n))

Zar

CHX)®Z =H2(X,Z(n)®% — H2 (X,Z(n))

cont

CH"(X)®Q =Hz(X,Z(n) ® Q1 ——  H, (X, Qu(n))

CH"(X)® Qi/Zi= H;’.(X, Qi/Zy(n)) —— HZ'(X,Qi/Zi(n))
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ou, compte tenu de la proposition 3.1, les 0 sup “erieurs du milieu et de droite
proviennent du corollaire 3.8 c) et e) et I’isomorphisme provient de ce corol-
laire et du th "'eoreme 3.6. O

3.13. Corollaire (cf. [46, remark 5.6 a)], [51, §3]). — Soit X € Bya(k).
Pour que I’application cycle I-adique entiére C H™"(X)®Z; — H?>" (X, Z;(n))
soit surjective, il faut et il suffit que

(i) Laclasse de cycle a coefficients divisibles

CH"(X) @ Qu/Zy = HZ'(X, Qu/Zu(n))
soit injective ;
(i) L’application de Bloch C H"(X){i} - H2"(X, Q;/Z(n)) soit sur-
jective. OJ

4. \/ariétés ouvertes

4.1. Lemme. — Soit X une k-variété projective lisse de dimension d. Alors
sous les conditions suivantes

() d<1
(i) n<1

les groupes Hiy (X, Z(n)) sont de type fini pour i # 2n + 1. lls sont finis pour
i # 2n,2n + 1 ainsi que pour n > d, et nuls pour i < 0sin > 0.

Démonstration. Sin = 0, I’ 'enonc “e r esulte de [43, th. 3.2]. Supposonsn = 1:
alors Z(1) = G,,[—1]. La suite exacte (3.2) se retraduit en une suite exacte

— H2(X,G) ® QS H(X,Gy) — ...

Le groupe H *(X,G,,) ® Q est nul pour i # 3. Le groupe Hj, (X, Z(1))
est donc nul pour i < 0, isomorphe & £* pour i = 1 (ou E est le corps des
constantes de X) donc fini, et isomorphe & Pic(X) pour i = 2, donc de type
fini par le th eoréme de N “eron-Severi. Pour 7 > 3, il est isomorphe a un quo-
tientde H. *(X, G,,) ; par lasuite exacte de Kummer, ce groupe est lui-méme
isomorphe a H:; (X, (Q/Z)'(1)) qui est fini par [7, th. 2]. Enfin, si X estun
point, les H, (X, G,,) sont finis pour tout i, donc aussi les H;, (X, Z(1)). Ceci
d“emontre (ii).
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Si X est un point ou une courbe, toute la strat egie de d ‘emonstration condui-
sant au corollaire 3.8 s’applique : la conjecture de Tate est vraie pour X
et I’ "equivalence rationnelle coincide avec I’ ‘equivalence num “erique, donc le
th eoréme 3.6 est vrai pour X. On en d eduit (i). O

4.2. Remarque. — D’apres (4.1), la generation finie de (X, Z(1)) im-
plique la finitude de H2 (X, G,,) = Br(X), elle-méme “equivalente a la vali-
dit"e de la conjecture de Tate en codimension 1 pour X. Cette implication est
donc en fait une “equivalence par les raisonnements du paragraphe pr “ec ‘edent.

4.3. Lemme. — Soit X une k-variété lisse de dimension d. Alors sous les
conditions suivantes

i) d<1
(i) n<1
les groupes Hi;, (X, Z[1/p](n)) sont des Z[1/p]-modules de type fini pour i <

noui > 2n + 1. lls sont finis pour ¢ ¢ [n,2n + 1] ainsi que pour n > d, et
nuls pouri < 0sin > 0.

Démonstration. En partant du lemme 4.1, on utilise la méme m “ethode de
d’evissage que celle de [32, d’em. du th. 1] : c’est loisible car les groupes
Hi (X, Z[1/p](n)) satisfont & un th’eoréme de purete, ce qui se reduit a
la puret’e de la cohomologie “etale [31, cor. 1.19] via I’isomorphisme (3.6)
(c’est pour avoir cette puret e qu’il est n“ecessaire d’inverser p). Le seul point
a verifier est qu’on ne “perd” pas de g’eneration finie quand on utilise le
th“eoréme de de Jong [24].

Soit donc U — U un revétement fini de variet’es lisses, et supposons
que Hi, (U, Z[1/p](n)) soit un Z[1/p]-module de type fini. Par un argument
de transfert, Ker(Hjy, (U, Z[1/p)(n)) — Hi,(U,Z[1/p](n))) est d’exposant
fini, disons m. Mais H, ' (U, u%") = Hi'(U,u%") est fini par [9, Th.
finitude], ce qui montre que ce noyau est fini, d’ou la g’eneration finie de
Hiy (U, Z[1/p] (). O

La proposition suivante raffine le corollaire 2.3 :

4.4, Proposition. — Soit U un ouvert non vide de X, ol X € Biue(k), et
soitd = dim X = dim U. Alors, dans les deux cas suivants :

i d<2
(i) n<2
les conclusions du lemme 4.3 sont vraies pour U.
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Démonstration. Méme m “ethode que ci-dessus, en utilisant le corollaire 3.8
c) et le lemme 4.3. Plus pr“ecis 'ement :

Notons Z = X — U (structure r eduite) et stratifions Z par sa chaine cano-
nique de lieux singuliers (Zy = Z, Z,+1 = (Z,)sing)- Il suffit de voir que, pour
tout r > 0, le groupe Hy{, (Z, — Z, 11, Z[1/p](n — ¢,)) v erifie les hypothéses
du lemme 4.3, ou ¢, est la codimension de Z, dans X.

a)Sid < 2,les Z, — Z,._; sont soit des points soit des courbes, et on est
dans le cas (i) du lemme 4.3.

b) Sin <2,onan—c,. <1 pourtoutr, et on est dans le cas (ii) du lemme
4.3. ]

4.5. Théoréme. — Soient X € By...(k) et U un ouvert de X. Alors les grou-
pes

HOU, KCy), HY(U, KCs), H2(U, KCy) = CH2(U)

sont de type fini. Le groupe K3(K )inq st égal & K3(k), ou K est le corps des
fonctions de X (ou de U).

Démonstration. Si I’on acceptait d’inverser p, ce r esultat se d "eduirait direc-
tement de la proposition 4.4 via [28, th. 1.1 et 1.6] ; pour obtenir un r esultat
exact, on est oblig “e de refaire la d 'emonstration (puret 'e) avec la cohomologie
de Zariski motivique plutét qu’avec la cohomologie de Lichtenbaum moti-
vique.

Traitons d’abord le cas de X : d’aprés [28, th. 1.6], les groupes cit "es ne sont
autres que H*(X, Z(2)) pour i respectivement “egal a 2, 3, 4 et 1. D’autre part,
d’apres loc. cit. , th. 1.1, I’homomorphisme H*(X, Z(2)) — H. (X, Z(2)) est
bijectif pour i < 3 et injectif pour i = 4. L’ "enonc e pour les H X, K,) r esulte
donc encore du corollaire 3.8 ¢). De plus, on obtient que K3( K );,q st de type
fini. Mais, d’aprés Merkurjev-Suslin [45], I’homomorphisme

Kg(k‘) - Ks(K)ind

est injectif & conoyau divisible ; il est donc bijectif (cf. [26]).

(Dans [28], nous travaillions avec le complexe I'(2) de Lichtenbaum : les
raisonnements sont identiques en remplacant I'(2) par Z(2) et en utilisant les
r ‘esultats de Merkurjev-Suslin [44, 45].)

Dans le cas g "en eral, on raisonne comme dans la d ‘emonstration de la propo-
sition 4.4, en utilisant le th 'eoréme de puret e pour la cohomologie motivique
et le fait que les groupes H},. (X, Z(m)) sont de type fini pour m < 1 et toute

Zar
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k-variet’e lisse X : pour m = 0 c’est “evident et pour m = 1 cela se reduit a la
g eneration finie de I'( X, (i = 1) et de Pic(X) (i = 2).(4 O

4.6. Théoréme. — Soient X € Biaie(k) de dimension < 2 et K = k(X).
Alors on a des isomorphismes canoniques

(Krﬂ”(K) & @ H* ™" (K, (Q/Z)'(i))> ® Zo) — Ku(K) @ Z)

ou (Q/Z)'(i) = lim,
et nul pour n > 4.

p%i. De plus, KM (K) est de torsion pour n > 3

m,car k)=1

Démonstration. Supposons d’abord car k& = 2. Alors le second facteur du
membre de gauche est nul. L’isomorphisme KM (K)®Zs) — K, (K)®Zs)
r ‘esulte de [16].

Supposons maintenant car k£ # 2. Pour construire le morphisme, on part
des isomorphismes de [30, th. 1] :

P HE UK S = KK, Z/2Y).

0<i<n+1

En prenant la limite inductive sur v, on obtient des isomorphismes

P HENE, Qo) Za(i) — K (K, Qa/Zo).

0<i<n+1

On obtient I’homomorphisme de I’ "enonc e en composant avec le Bockstein
Kni1(K,Qq2/Zy) — K,(K)®Z etenn’egligeant les facteurs i = n,n+1.

Pour montrer que cet homomorphisme est un isomorphisme, on raisonne
comme dans [30] en utilisant la suite spectrale (convergente) de Bloch-Lich-
tenbaum [6]

(4.2) Byt = HP(K, Z(=q)) = K_p—q(K).

Tout d’abord, le corollaire 4.4 montre que le groupe Hy, (K, Z(n)) est de
torsion pour i < n. Il en resulte que le Bockstein B, (K, (Q/Z)'(n)) —
H}. (K,Z[1/p](n)) est un isomorphisme pour i < n. D’autre part, la

conjecture de Milnor [61] et [17] montrent que les homomorphismes

(4)0n peut réduire la preuve de la génération finie de Pic(X) au cas projectif en passant par
le théor eme de de Jong, par le m"@me raisonnement que dans la démonstration du lemme 4.3.
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H NK,Qu/Zy(n)) — H.'(K,Qy/Zy(n)) sont des isomorphismes pour

Zar

i < n. On en d’eduit des isomorphismes
(43) H(Z;t_l(Kv QZ/ZZ(TL)) — H%ar(Kv Z(TL)) ® Z(Q)a i< n.

En utilisant la compatibilit e de (4.2) aux produits et aux transferts [11, 40]
et les isomorphismes (4.3), et en examinant la construction des homomor-
phismes du th 'eoréme 4.4, on d 'emontre comme dans [30, §3] que ces derniers
detruisent successivement les diff "erentielles de la suite spectrale (4.2) (loca-
lis’ee en 2) et scindent la filtration donn’ee par celle-ci sur I’aboutissement.
Ceci conclut la d 'emonstration, et donne de plus que la suite spectrale (4.2)
d“eg "enére canoniquement apreés localisation en 2. O

4.7. Corollaire. — L’algébre K, (K) ® Z est engendrée par les unités et
la K-théorie du sous-corps des constantes, a transfert pres.

Démonstration. Cela r “esulte de la construction dans [30] des fleches donnant
naissance a I’isomorphisme du th "eoréme 4.6. Plus pr “ecis ‘'ement, I’nomomor-
phisme compos e

P K, (KK)® H(K,Qo/Zo(n+1 i) —
[k':k] <00

B HTHE Qe Za0) < HI T (KK, Qo Za(i)
[k':k] <o

est surjectif pour tout 0 < i < n — 1 d’aprés la conjecture de Milnor et [27,
th. 1]. D’autre part, on a d’apres Quillen des isomorphismes K2/ ..., (k') ®
Z — HO(K',Q2/Zy(n + 1 —1)). Enfin, la composition de la surjection
induite

P KoL WE) © Kooia (K) © By — H* (K, Qu/Za(0))

[k':k]<oco

avec la fleche du th "eoréme 4.6 n’est autre par construction (cf. [30]) que celle
donn“ee par le produit en K -theorie. Le corollaire en resulte. O

4.8. Remarque. — En passant a la limite sur les extensions finies de &, on
d“eduit du corollaire 4.7 que la conjecture de Suslin [56, conj. 4.1 et note] est
vraie aprés localisation en 2 pour le corps L = kK : I'algébre K, (L) ® Z

est engendr ee par K(L) ® Z) et K.(k) ® Z).

4.9. Remarque. — Soit U un ouvert de X, o0 X € Byae(k) et dim X < 2.

On peut montrer que, pour toutn € Z
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(i) C(U.s)=(1—q")"p(s), avec a, = 3 (1) g H*(U, Z(n))
2d
(i) ¢(n) = ]ind(@,)"Y"" a une puissance de q prés
r=0
ou

a) Hy“(U, Z(n)) = Hy' (U, Z(d — n))

b) 9, : HSS5(U, Z(n)) @ (Q/Z) — HE(U, Z(n))wos[1/p] €St un certain
homomorphisme induit par I’homomorphisme 0 de (3.2), dont le noyau
et le conoyau sont finis

¢) ind(9,) = | Ker d,|/| Coker 9,|.

\oir [29, th. 9.16], ainsi que le th“eoréme 5.8 (iv) et la d 'emonstration de la

proposition 5.16.

4.10. Remarque. — Si I’on essaye d’ etendre les r esultats du th“eoréme 4.5
aux poids sup “erieurs, on se heurte d’abord a la conjecture de Bloch-Kato
(isomorphisme de la K-th“eorie de Milnor modulo m avec la cohomologie
galoisienne). Pour les besoins de la discussion, supposons celle-ci connue.
Alors le resultat principal de Geisser-Levine [17] implique que le morphisme
canonique

Z(n) — 1<pi1 R Z(n)
est un quasi-isomorphisme dans D~ ((Sm/k)z.: ). Concrétement, on en d "eduit
que, pour toute k-vari et’e lisse X, I’homomorphisme

Hy0o (X, Z(n)) — Hi (X, Z(n))

est un isomorphisme pour i < n + 1 est est injectif pour ¢ = n + 2. Si X est
par exemple un produit de courbes elliptiques, cela implique via le corollaire
3.8¢) que H,, (X, 7Z(n)) est de type fini pouri < n + 2.

Pour n < 2, ceci couvre toute la cohomologie motivique de X : c’est le
th eoréme 4.5 dans le cas projectif. Examinons le cas n = 3. On obtient une
Suite exacte :

0— H, (X,Z(3) — H,(X,Z(3)) — Hy, (X, R°a,Z(3))
— CH*(X) — HJ(X,7Z(3)).

Ceci montre que sous la conjecture de Bloch-Kato et pour X € By,e(k),
CH?3(X) est de type fini si et seulement si le groupe de cohomologie non
ramifiee HY, (X, R°a,Z(3)) ~ HY, (X, H2.((Q/Z)'(3)) est de type fini.

Pour rendre la discussion ci-dessus inconditionnelle, on peut localiser en
[ = 2 et utiliser le th“eoreme de Voevodsky [61]. On peut aussi localiser en

[ = p et utiliser le th 'eoréme de Geisser-Levine [16].
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Il serait amusant de donner un exemple ou la 2-torsion de
HY (X, H2((Q/Z)(3)) est infinie.

5. Retour aux motifs

5.1. Motifs purs. — Rappelons que A d’esigne la cat’egorie des k-motifs
de Chow a coefficients rationnels, et.A la cat egorie des motifs purs modulo

I’ “equivalence num “erique (“egalement a coefficients rationnels). Donnons-nous
un nombre premier [. Les foncteurs

X Hepno (X, Qu(n))
X H'(X,Q(n))
se prolongent en des foncteurs
M — H(Z;ont(M7 Q)
M H'(M,Q)
par les régles
Heona (R(X)(5), Q1) = Hignt (X, Qu(~1))
H'(h(X)(5),Q) = H™(X,Q(~)).

5.1. Lemme. — Pour tout M € A et pour tout i € Z, I’action de Frobe-
nius sur H' . (M, Q) est pure de poids 7 ; son polyndme caractéristique ne
dépend pas de /.

Démonstration. Cela r “esulte de I’hypothése de Riemann [10] et de [34], par
r "eduction aux vari et "es projectives lisses. O

Introduisons maintenant quelques sous-cat ‘egories pleines de A :

— A, : motifs M tels que I’action de Frobenius sur H*(M, Q) soit semi-
simple. C’est une sous-cat ‘egorie “epaisse, donc pseudo-ab “elienne puisque
A I’est. Elle est aussi monoidale et rigide.

— Aiim - motifs de dimension finie au sens de Kimura. Elle est aussi
pseudo-ab “elienne rigide [35].

— Ay, - motifs M tels que les homomorphismes

AM, 1) ® Q — H'(M,Q)°
AMY, 1) ® Q — H' (M"Y, Q)¢

soient surjectifs, oll G = Gal(k/k). Elle est pseudo-ab “elienne, stable par
dual mais pas a priori par produit tensoriel.
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La cat“egorie 4, N Ay contient les motifs de vari et "es ab “eliennes et leurs
tordus a la Tate. Conjecturalement, on a Ay ; = Ayim = Ay = A.

5.2. Proposition. — La catégorie A, = A;; N .A;; ne dépend pas de {. Pour
tout M € A,,0na

dim A(M, 1) = — ord,—o (M, s)
ou ((M, s) est la fonction zéta de M [36]. De plus, les homomorphismes
Abomi (M, 1) = A(M, 1), Apoma(1, M) — A(1, M),
ol Apom,; désigne la catégorie des motifs purs modulo I’équivalence Q;-
homologique, sont bijectifs.

Démonstration. Cela r“esulte de (la d "'emonstration de) [59, th. 2.9]. O

5.3. Théoréme. — Soit A’ = A,; N Aim. Cette sous-catégorie pleine de
A est pseudo-abélienne et stable par dual. De plus, pour tout M € A, les
homomorphismes

AL, M) — A(1, M), A(M,1) — A(M,1)
sont bijectifs.

Démonstration. Cela se d 'emontre comme le th 'eoréme 1.8. O

5.4. Proposition. — Pour M € A’,ona H{(M,Q) = H! . (M,Q)¢ =0
pour ¢ # 0 et pour tout /.

Démonstration. Pour la nullit e du premier groupe, méme d ‘emonstration que
[14, th. 3.3] : par un raisonnement analogue a celui de la d "'emonstration de

la proposition 1.6 (utilisant la proposition 1.4 et la semi-simplicit e de.4), on
peut supposer M < A simple. Si M # 1,0ona Fy # 1, d’ol I’ enonc’e.
Si M = 1, I’"enonc’e est “evident. La nullite du deuxiéme groupe decoule du
lemme 5.1. O

5.5. Remarque. — Soit A, la sous-cat egorie “epaisse de .4 engendree par
les motifs des produits de courbes elliptiques et leurs tordus a la Tate. Alors
Aar € A’ d’apres [55]. Cette sous-cat ‘egorie est rigide. 1l en r’esulte via le
th“eoréme 5.3 (ou par le th“eoréme 1.8) que le foncteur induit

-/4011 - Aoll

est une “equivalence de cat’egories. En particulier, 4 est abelienne semi-
simple.
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Nous allons maintenant donner un analogue du corollaire 3.10 pour les
objets de A’. Pour cela, nous avons besoin d’introduire une autre cat ‘egorie :
les motifs de Chow étales.

5.6. Définition. — La cat’egorie Chow; des motifs de Chow “etales est
d“efinie de la maniere suivante :
a) On introduit la cat "egorie des correspondances de Chow “etales effectives
CorS™, dont les objets sont k-vari et ‘es projectives lisses (X — [X]) et les
morphismes des “el 'ements des groupes

Corg ([X], [Y]) = HEY™X (X x Y, Z(dim X))

la composition “etant induite par la formule habituelle.

b) On construit la cat "egorie des motifs de Chow “etales effectifs Cho§§ :
un objet est un couple ([X],p), ol p = p*> € CorSH([X],[X]) ® Q; un
morphisme de ([X], p) vers ([Y], q) estun el’ement f € C&F([X],[Y])
tel que f = ¢fp, ol f est I"image de f dans Cor([X],[Y]) ® Q; la
composition des morphismes est induite par celle de Cor§!.

¢) On passe de Chowgff a Chowy, en inversant le motif de Lefschetz. On
note h : SmProj/k — Chowy, le foncteur “evident.

La justification que toutes ces constructions est donn “ee dans I’appendice A.
La cat "egorie Chow; est pseudo-ab “elienne, monoidale sym “etrique rigide. On
a un foncteur “evident (additif, monoidal)

./4 — (ChOWét) X Q

qui est pleinement fidele par la proposition 3.1 et méme essentiellement sur-
jectif puisque les deux cat ‘egories sont pseudo-ab ‘eliennes. On en deduit un
foncteur (additif, tensoriel)

(5.1) Chowg — A

bien d“efini a isomorphisme naturel monoidal pres, et essentiellement surjectif
par construction.

On notera que si ([X],p) € Corll, il existe m € Z — {0} tel que mp
provienne d’un p € Cor& ([X], [X]). Un tel § induit des morphismes [X] —
([X],p) et ([X],p) — [X], dont la composition dans les deux sens est (en
choisissant m assez grand) la multiplication par m. Par contre, ([X], p) n’est
pas en g “en eral facteur direct de [X].



30 BRUNO KAHN

5.7. Proposition. — Le foncteur bigradué X — H{,,(X,Z(n)) des variétés
projectives lisses vers les groupes abéliens induit un foncteur gradué

Chowyg — Ab*
M — Hy,(M,Z)

tel que Hiy, (h(X)(n),Z) = H{y*"(X,Z(—n)) pour toute variété projective
lisse X ettoutn € Z.

Démonstration. Voir A.11. Plus pr ecis ement, si ([X], p) € C&F, on d efinit
Hyy (([X],p), Z(n)) = {z € Hy(X,Z(n)) | pi = &}
ou & est I'image de x dans Hy{, (X, Z(n)) ® Q. O
De méme, pour tout [, la cohomologie “etale continue induit un foncteur
gradu’e
Chowg, — Z; — Mod*
M — Hy,\ (M, Zy)

et on a une transformation naturelle
(52) H;V(_>Z> ®Zl - H:ont(_azl)'

Afin d’ "enoncer le theoreme suivant, d efinissons des groupes (A7, Q')
pour tout M € Chowyg : d’une part, les correspondances de Chow “etales
opérent sur la cohomologie de Hodge puisque celle-ci peut s’exprimer en
termes de cohomologie “etale. D’autre part, pour toute vari ‘et e projective lisse
X, on a un isomorphisme

HI(X, QYo HY(X, Q7 = HI(X x P QY

induit par le cup-produit par la “premiere classe de Chern” de O(1) dans
H' (P!, Q). Ceci justifie le fait que la d efinition

HY(h(X)(n), Q) = H7"(X, Q")
s’ "etend fonctoriellement a Chowg, par passage aux facteurs directs.
5.8. Théoréme. — Soit Chow?, I’image réciproque pleine de A’ par le fonc-
teur (5.1). Alors,
a) Pour tout [, la restriction de (5.2) a Chow’, est un isomorphisme de fonc-

teurs.
b) Pour tout M € Chowy,, les groupes Hi;,(M,Z) sont de type fini. lls sont
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finis pour ¢ # 0, 1 et nuls sauf pour un nombre fini de valeurs de . L’homo-
morphisme HY, (M, Z) —= H},(M,Z) a un noyau et un conoyau finis. De
plus :

(i) L’accouplement HY,(M,Z) x H{, (M"Y, Z) — Z induit par la fleche de
dualitt 1 — M ® MY est parfait modulo torsion.

(if) Les accouplements analogues
Hyt (M, Z)ors x Hy! (MY, Q/Z) — Q/Z
induisent des accouplements parfaits de groupes finis
HiF (M, Z)iors X Hy/ TN (MY Z) s — Q/Z.

(iii) L’homomorphisme canonique Chow’, (M, 1) — HY,(M, Z) est bijectif.
(iv) Soit M I'image de M dans A’. Alors I"ordre du pdle de ¢(M, s) est égal

am=rgH),(M,Z) = dim A'(M,1).Ona

lim(1— q™*)"C(ML, ) = £ [T |y (M. Zon - R(2)

ol R(M) est la valeur absolue du déterminant de I’accouplement de
(i) modulo torsion par rapport a des bases quelconques des groupes
accouplés et
X(M,0) = (=1)"ihy;, by ; = dimy, H (M, Q).
irj
En particulier, le second membre ne dépend que de 1.

Démonstration. On procéde comme au §3. O

5.9. Remarques (concernant le théoreme 5.8 (iv)). —
1. Ceci donne un sens precis a [47, conj. 7.3], ou le terme x (M, O) (not’e
x(M, ©,0)) n” etait pas d efini. En fait, les groupes M/, ) n’ont pas
de sens individuellement pour M € A, puisqu’ils sont annul es par p. Il
n’est pas clair que x (M, O) ne d“epende que delM.
2. Pour n € Z, la valeur sp “eciale de C(Z\?L s) en s = n S’obtient en appli-
quant ce r’esultat a M (—n).

3. On peut preciser le signe dans I’expression donn “ee, exactement comme
dans la remarque 3.11.

4. Le foncteur Chow¢ — A “etant essentiellement surjectif, le th 'eoréme 5.8
(iv) d"ecrit les valeurs sp "eciales de ¥/, s) pour tous les motifs M € A’.
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Pour M € Chow),, posons Hi, (M, Z(n)) = HY, > (M (—n), Z).

5.10. Corollaire (“principe d’identité de Manin arithmétique”)

Soit f : M — M’ un morphisme de Chowl,. Supposons que
. HYy(M'.Z(n)) — Hj,(M,Z(n)) et f. : H}(MY,Z(n)) —
H},((M")Y,Z(n)) soient des isomorphismes pour tout ¢, n € Z (de maniére
équivalente via (3.2), remplacer la cohomologie de Lichtenbaum par la coho-
mologie étale). Alors
a) (M, s) = (M, s);

b) f induit un isomorphisme dans .4’. (On pourrait dire que f est une
isog “enie.)

(Ce resultat est faux si I’on prend des coefficients rationnels : prendre M =
0 et pour M’ un motif simple qui n’est pas une puissance du motif de Lef-
schetz.)
Démonstration. Soit f € Q(t) tel que f(n) soit d efini et "egal @ =1 pour tout
n > 0 :alors f est constant, "egal a +1. Ceci montre avec le theoréme 5.8 b)
(iv) que, sous les hypotheses, ¢ (M, s)/((M’, s) = +1. Mais SEIEOOC(M’ s) =
lim ((M’,s) =1, d’ou a). En utilisant I’hypothése de Riemann, il s’ensuit

§——+00

que f* induit des isomorphismes sur tous les groupes de cohomologie Q;-
adique g 'eom etriques, et donc sur les /{—, Q) d’apres le th 'eoreme 5.8 a) et b)
(iii), ainsi que la proposition 3.1. b) r 'esulte maintenant du principe d’identit e
de Manin (g 'eom “etrique). O

5.11. Question. — Est-ce que f est méme un isomorphisme dans Chow, ?

5.2. Motifs mixtes. — Notons D la cat egorie D, (k) ® Q de Voevodsky
[60]. Par ailleurs, choisissons une sous-cat ‘egorie “epaisse AcC A’ qui soit ri-
gide, c’est-a-dire stable par produit tensoriel : on peut par exemple prendre
A" = A, ou pour A” la sous-cat egorie additive tensorielle “epaisse en-
gendr “ee par le motif d’une vari et e ab "elienne simple “de type K3” ou “presque
ordinaire” (voir les exemples de I’introduction). D’aprés le th“eoréme 5.3, A

est ab “elienne semi-simple. Soit 7 la sous-cat ‘egorie “epaisse (triangul ‘ee) de
D engendr ee par I’image essentielle de A via le foncteur de loc. cit. , prop.
2.1.4. Notons ¢ : A — D ce foncteur, ainsi que sa restriction a A",

5.12. Proposition. — Pour tous M, N € A”,ona

0 pour i # 0

,D//((S(M),(S(N)[i]) = {A//(M N) pouri=0.
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Démonstration. Vu le corollaire 5.4, il suffit de d 'emontrer que pour M, N €
A, on a un isomorphisme canonique

D'(6(M),6(N)[i]) = H'(M ® N*, Q).

Par dualit’e, on se ramene au cas N = 1. On se rameéne ensuite au cas ou
M estde laforme (X )(n) ou X est projective lisse. La formule r“esulte alors
de [60, cor. 3.2.7] et du th eoréme de simplification [62], qui est maintenant
valable sur un corps parfait quelconque. O

Le th 'eoréme suivant est une variation sur le theme de [48, th. 2.49].

5.13. Théoreme. — La catégorie triangulée D" est semi-simple : tout tri-
angle exact est somme directe de triangles scindés. Le foncteur ¢ induit une
équivalence de catégories

A - (A//)(N) — D"
(M) = €D S(Mi) 1.

Démonstration. En quatre “etapes :
1) A est pleinement fidéle. En effet, pour (M), (NV;) € (A")™N), on a

(AYN(M), (Vi) = @(A”)(Mz» N;)

et

(P 5[ B (V) [i)) = B D" (5(My). SN i)
= DD (6(M).5(N) = P A" (M., N)

(2

par la proposition 5.12.

2) L’ image essentielle de A est stable par triangles. Cela r “esulte facilement
du fait que dans une cat“egorie abelienne semi-simple, tout morphisme est
somme directe d’un morphisme nul et d’un isomorphisme (cf. par exemple
[1, lemme A.2.13]).

3) A est essentiellement surjectif. Cela d ecoule de 2) et de la d "efinition de
D",

4) 1l reste a voir que D" est semi-simple : cela d “ecoule encore de [1, lemme
A.2.13]. O
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5.14. Corollaire. — Le foncteur § induit une équivalence de catégories
Db(A//) -~ D”.

Démonstration. En effet, puisque .A” est semi-simple, D®(A”) coincide avec
le membre de gauche de I’ "equivalence de cat ‘egories A du th 'eoreme 5.13. [

5.15. Corollaire. — Soit U € Sm/k tel que M(U) € D". Alors, pour tout
[ # p, I’action de Frobenius sur H}(U, Q) est semi-simple. De plus, le po-
lyndme caractéristique de cette action est indépendant de /.

Démonstration. Soit d = dim U. Par le th"eoréme 5.13, on peut “ecrire ¥U)
:= M(U)*(d)[2d] comme somme directe de motifs de la forme §()][i], avec
M € A”. Le corollaire r“esulte alors du lemme 5.1 (pour I’ind "ependance de [)
et du fait que A” C A, (pour la semi-simplicit’e). O

Nous ne sommes pas en mesure d’appliquer directement le corollaire 5.15
a un ouvert d’une surface ab “elienne. Toutefois, on peut lui appliquer la méme
m “ethode, au prix d’un petit effort.

5.16. Proposition. — Soit X € Bia(k), avec d = dim X < 2. Alors tout
ouvert dense U de X vérifie la conclusion du corollaire 5.15.

Démonstration. Le cas d < 1 est facile et laiss e au lecteur. Supposant d = 2,
montrons que M¢(U) est somme directe de motifs de la forme 6(M)[i], avec
M e A'. Par recurrence nceth “erienne, il suffit de montrer que, si U ='t- Z
avec U’ ouvert et Z ferm e lisse, I’ 'enonc “e pour implique I’ "enonc e pour U.
Notons donc M (U’) = @ 6(M,)ia), My € A'.

Supposons d’abord dim Z = 1. Consid "erons la compl et "ee projective lisse
CdeZ:ona

D(M(C), M(U")) = P D(M(C), 6(Ma)[ia)-

En utilisant le fait que la conjecture de Tate est vraie pour les produits de
3 courbes [53, th. 3], le raisonnement de la d 'emonstration du corollaire 2.3
montre que D(M (C), (M,)[ia]) = 0 pour i, # 0. Pour i, = 0, on obtient
en utilisant [62] des isomorphismes

A(h(C), M,) «+— A(h(C), M,) — D(M(C),5(M,)).

Par semi-simplicit e de.4, tout morphisme de M (C') vers §(M,,) est donc
somme directe d’un morphisme nul et d’un isomorphisme. On en d“eduit le
pas de r ecurrence par devissage (utilisant le triangle exact de Gysin de [60,
prop. 3.5.4]). Le cas ou dim Z = 0 est semblable et plus facile. O
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6. Prospective
Rappelons le resultat principal de [31] :

6.1. Théoréme ([31, th. 3.4]). — Les trois conjectures suivantes sont équiva-
lentes :

(i) Le théoreme 1.8 (avec X' = Spec k) et le corollaire 2.1 sont vrais pour
toute k-variété projective lisse X.

(if) Pour tout n > 0, le morphisme ®,, du lemme 3.5 (relatif @ un nombre
premier [ £ p donné) est un quasi-isomorphisme.

(iif) Pour tout n > 0, le complexe Z;(n)¢, (relatif & un nombre premier
[ # p donné) est malléable (voir [31, d’ef. 2.16] pour la @finition de
malléable).

Les m "ethodes pr “ec "edentes conduisent en fait a d’autres formulations de ces
conjectures :

6.2. Théoréme. — Les conjectures du théoreme 6.1 sont encore équivalentes
aux suivantes :

(iv) Pour toutn > 0, le morphisme (3.4) (relatif a un nombre premier [ # p
donné) est un quasi-isomorphisme dans D(7z) (cf. mise en garde 3.2.1).

(iv bis) Pour tout n > 0, le morphisme (3.5) ou (3.8) (relatif & un nombre
premier [ donné) est un isomorphisme pour toute k-variété projective
lisse X.

(iv ter) Pour tout n» > 0, tout nombre premier [ et toute k-variété projective

lisse X, les morphismes (3.5) et (3.8) sont des isomorphismes.
(v) Pour toute k-variété projective lisse X, les groupes Hi;, (X, Z(n)) sont

de type fini.

(v bis) Pour toute k-variété lisse X, les groupes Hiy, (X, Z[1/p](n)) sont des
Z[1/p]-modules de type fini.

(v ter) Pour toute k-variété projective lisse X, les groupes Hy, (X, Zq(n))
sont des Z;-modules de type fini, ot / est un nombre premier donné.

(vi) Pour toute k-variété projective lisse X, la forme forte de la conjecture
de Tate (concernant ((X, s)) est vraie et le motif de Chow A (X) est de

dimension finie au sens de Kimura®. (Avec les notations du théoréme
53: A4 =A)

(5)Kimura conjecture le second énoncé sur tout corps de base : cela résulterait des conjectures
standard et de I’existence d’une décomposition de Chow-K inneth 7ala Murre, cf. [1, ex. 9.2.4]
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(vi bis) Pour toute k-variété projective lisse X, la forme forte de la conjec-
ture de Tate est vraie et I’algébre des correspondances de Chow A =
CHY™X(X x X) @ Q est semi-primaire : son radical de Jacobson R
est nilpotent et A/ R est semi-simple.

(viter) La conjecture de Tate (cohomologique, relative & un nombre premier
[ donné) est vraie pour les k-variétés abéliennes et la catégorie rigide
A des k-motifs de Chow a coefficients rationnels est engendrée par les
motifs de variétés abéliennes et les motifs d’Artin.

(viquater) La forme forte de la conjecture de Tate est vraie pour toutes
les variétés projectives lisses et il n’existe pas de “motif de Chow
fantdme™ : Si M € A est tel que M = 0 dans A, alors M = 0.

Démonstration. (ii)) < (iv) : cela resulte du lemme 3.5, puisque le fonc-
teur R, est conservatif.

(i) = (iv ter) : on procede comme dans la preuve du th “‘eoreme 3.6.

(iv ter) = (V) : on procéde comme dans la preuve du corollaire 3.8.

(v) = (v bis) : on procéde comme dans la d 'emonstration du lemme 4.3.

(v bis) = (v ter) pour [ # p : c’est “evident.

(v) = (v ter) : c’est “evident.

(v ter) = (iv bis) : notons K'(n) le cbne de (3.4). L’hypothése implique
que, pour toute k-vari ‘et e projective lisse X, les groupes {(X, K(n)) sont

des Z;-modules de type fini. D autre part, on sait que (3.4)§ Z /1 est un quasi-
isomorphisme ([17, th. 1.5] ou [16] selon que [ # p ou que [ = p). Par
cons equent, les H,, (X, K (n)) sont uniquement divisibles, donc nuls.

(iv bis) = (iv) : on procéde comme dans [31, lemme 3.8] : reduction a
(3.4)®Q, puis puret e et th 'eoreme de de Jong.

(i) = (vi ter) : la premiére partie de (vi ter) r esulte de (i) d’apres [59]. La
deuxiéme partie est une cons ‘equence classique de la conjecture de Tate forte
pour toutes les vari et "es (qui r ‘esulte de (i)) pout, cf. [48, rem. 2.7] ; mais (i)
implique que A — A est une “equivalence de cat ‘egories.

(vi ter) = (vi) : c’est clair, puisque le motif d’une vari et e ab "elienne est de
dimension finie au sens de Kimura [35, ex. 9.1], ainsi que tout motif d’Artin,
que la forme forte de la conjecture de Tate r“esulte de la forme cohomologique
et de la semi-simplicit e de I’action de Frobenius sur la cohomologie [59], et
que cette derniére est vraie pour les vari et es ab “eliennes [63].

(vi) = (vi bis) : celaresulte de [1, prop. 9.1.14] et du th "eoréme de Jannsen
[22].
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(vi bis) = (i) : on procéde comme dans la d "'emonstration du th "eoréme 1.8
et du corollaire 2.1.

(i) = (vi quater) est clair. (vi quater) = (vi ter) : notons A,;, la sous-
cat egorie rigide de A engendr "ee par les motifs de variet’es ab "eliennes et les
motifs d’Artin, et 4., son image dans A. La forme forte de la conjecture de
Tate implique que A,;, = A (voir ci-dessus). Soit X une vari et e projective
lisse : il existe des isomorphismes inverses f : h(X) — N,g: N
h(X), avec N € A,;,. Relevons f et g en des morphismes f, g de .A. Comme
N est de dimension finie au sens de Kimura, I’algebre A(N, N) est semi-
primaire, donc 1 — fg est nilpotent et quitte a modifier f ou g on peut sup-
poser que fg = 1y.Onaalors h(X) ~ N & M, avec M fantdme. O

La formulation de la conjecture des th eoremes 6.1 et 6.2 qui nous semble
la plus prometteuse est (vi ter), mais nous nous garderons bien de faire une
conjecture sur la d "'emonstration d’une conjecture !

Appendice A
Fonctorialité de la cohomologie motivique étale

Soient £ un corps commutatif et 1V la categorie des k-variet’es projectives
lisses. Pour qu’une “th "eorie cohomologique” X +— H(X') permette de d “efinir
une cat “egorie additive monoidale sym “etrique de correspondances C a partir de
V,avec C(X,Y) = H(X x;Y), il suffit (et il faut, essentiellement) qu’elle
posséde la fonctorialit e suivante :

a) Images inverses pour les morphismes de projection

b) Images directes pour les morphismes de projection

¢) Cup-produits
soumise aux relations suivantes :

(i) a) est fonctoriel

(i) b) est fonctoriel

(iii) c) est associatif et commutatif

(iv) a) commute a c)

(v) Condition d’ "echange pour a) et b)

(vi) a), b) et c) interagissent via la formule de projection.

Pour que H permette de plus de d "efinir une cat "egorie de motifs (rigide) M,
il suffit qu’elle v erifie une “formule du fibr e projectif” pour @*).

Enfin, si U : X — U(X) est une “theorie cohomologique” sur V telle que
H @ U possede la fonctorialit e ci-dessus, le cup-produit “etant identiquement
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nul sur la composante U ® U (c’est-a-dire que U est un “module” sur H),
alors U s’ "etend en un foncteur additif sur M.

Lorsque H(X) = CH(X) (anneau de Chow), la fonctorialit®e ci-
dessus resulte de la th’eorie de I’intersection. Pour donner un sens a la
cat ‘egorie Chow (k) de la definition 5.6, il faut la justifier pour H(X) =
@ HZ"(X,Z(n)) : c’est I’objet de cet appendice. Pour cela, nous justifie-
rons cette fonctorialit®e pour tous les “groupes de Chow sup “erieurs “etales
H! (X,Z(n))” : en effet nous n’avons pas trouve de methode plus simple
que de traiter ce cas g en “eral.

On note « la projection du gros site “etale de Spec k sur son gros site Zariski,
et oy la restriction de « au petit site “etale d’un k-schema U. Comme d’habi-
tude, on pose Z(n)&t = a*Z(n)y pour n > 0 et Z(n)$t = (Q/Z) (n)y[—1]
pour n < 0, de sorte qu’on a des morphismes canoniques

(A1) (Q/Z) (n)y — Z(n){ 1]

pour tout U € (Speck)y, ettout n € Z.

A.1l. Fonctorialité des groupes de Chow supérieurs. — Nous nous repo-
serons sur la fonctorialit e correspondante pour les groupes H, (X, Z(n)).
Cette fonctorialit e n’est que partiellement r edig ee :

— a) est construit pour tout morphisme vers une k-variet’e lisse dans [39,
partie 1, ch Il, 3.5], et ind "ependamment par Bloch (non publi“e). Ceci
corrige une d 'emonstration incompléte de [4].

— b) est "el 'ementaire et existe pour tout morphisme propre [4].

— ¢) est construit sur toute vari et e lisse dans [17, £8], corrigeant la construc-
tion incompléte de [4].

— (i) est v “erifi "e pour des morphismes entre vari et "es lisses dans [31, 1.2] (cf.
th. 1.17 de loc. cit.).

— (i) est "el 'ementaire modulo les relations habituelles de multiplicit es.

— (iii) est brievement mentionn e a la fin de [17, §8].

— (iv), (v) et (vi) ne sont pas r 'edig "es. Marc Levine m’a inform“e qu’ils seront
incorpor “es a [41], ainsi qu’une version d etaill “ee de (iii).

Dans ce qui suit, nous admettrons les compatibilités (iii), (iv), (v) et (vi)
ci-dessus. La situation est la suivante : a partir du cas Zariski, la construc-
tion de a) et c) en cohomologie motivique “etale est “formelle”, ainsi que la
v “erification de (i) et (iii). En revanche, la construction de b) n’est pas for-
melle : nous la r ealiserons pour tout morphisme projectif par r eduction aux
immersions ferm “ees et aux projections a partir d’un espace projectif.
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A.2. a) : images inverses. — La definition en cohomologie de Zariski

est obtenue a partir de zig-zags finis entre complexes explicites. 1l suffit de

v erifier que ces constructions commutent a la localisation “etale, ce qui est
imm “ediat.

A.3. i) : fonctorialité des images inverses. — M&me justification que ci-
dessus.
A.4. c) : produits. — Méme justification (contempler par exemple le zig-

zag de [17, (8.1)] pour deux k-schemas X, Y essentiellement de type fini et
deux entiers ¢, ¢’ :

21X, %) @ 27 (Y, %) — Tot 2979 (X x Y, %, %) « Tot 2777 (X X Y, %, %)
LT (X X V%))

A.5. iii) : associativité, commutativité et iv) : compatibilité de a) et ¢). —
Méme justification.

A.6. Formule du fibré projectif. — Soient £ un fibr“e vectoriel sur une k-
varietelisse Y etp: P(E) — Y laprojection. En proc ‘edant comme dans [28,
§5], on construit des isomorphismes

N-1

P z(n - 5)$1-21] = Rp.Z(n)§,

7=0
avec N = dim FE. Plus pr’ecis ement, le morphisme ci-dessus est construit a
I”aide du cup-produit avec les puissances de ¢, (Op () (1)) ; il suffit de voir que
c’est un isomorphisme apreés tensorisation par Q ou par Z /[ pour un nombre
premier [ quelconque. Dans le premier cas, c’est vrai grace a la proposition 3.1
par r ‘eduction aux groupes de Chow sup “erieurs [4, th. 7.1]. Dans le deuxiéme
cas, c’est vrai pour [ # car k grace a [17] par r eduction a la cohomologie “etale
[25, th. 2.2.1], et pour [ = car k grace a [16] par r eduction a la cohomologie
de Hodge-Witt logarithmique [20, cor. 1.2.1.12].

A.7. b) : images directes. — Soit maintenant f : X — Y un morphisme
projectif entre deux k-vari et es lisses. Nous nous proposons de construire des
morphismes

for Hy(X, Z(n)) — Hg (Y, Z(n + c))
pour tout (i,n) € Z x Z,00 ¢ = dimY — dim X.
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A.7.1. Casd’une immersion fermée. — Supposons que f soit une immersion

ferm “ee. On procéde comme dans [28, §4]. Supposons d’abord n > 0. En utili-
sant la transformation naturelle canonique a% f}.. — fi.ap et le th'eoréme de
localisation pour les groupes de Chow sup “erieurs, on obtient des morphismes

(A2) Z(n)§ — RfLZ(n + )i (2],

(Ces morphismes ne sont pas des isomorphismes en I’exposant caract “eris-
tique de k, cf. [28, Theorem 4.2 b)].) Pour n quelconque, on a par puret e de la
cohomologie “etale a coefficients finis des morphismes

(Q/Z)(n)x — Rf(Q/Z)'(n+ c)y[2d].

En composant avec (A.1), cela fournit des morphismes (A.2) “egalement
pour n. < 0. Ceci definit ,f Par construction, on a

(A3) (gf)« = g« f« si [ et g sont deux immersions ferm 'ees composables.

Etant donn e un diagramme cart esien

x Ly

]

x 1oy
avec f (donc f’) immersion ferm “ee, on a aussi la condition déchange
(A.4) g fe = fig)"  Hy(X,Z(n)) — H™*(Y', Z(n + ¢)).

Pour n < 0, elle resulte de la formule correspondante en cohomologie “etale
a coefficients finis; pour n > 0 elle s’obtient par faisceautisation “etale de la
méme formule au niveau des complexes de faisceaux Zariski.

Par la méme m “ethode on a I’identit e, pour une immersion fermee f

(fxDu(zRy) = fix Wy
ol X d “esigne le produit externe (“cross-produit”), d’otl I’on d eduft par pull-
back via la diagonale la formule de projection
(A.5) fol@- fry) = fux - y.

A.7.2. Cas d’une projection. — Supposons que f soit la projection Y x
P~¢ — Y. On definit fvia la projection du membre de droite de I’isomor-
phisme de A.6 sur la composante j = —c du membre de gauche.

(6)Je remercie Marc Levine de m’avoir indiqué cette astuce.
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A.7.3. Cas général. — Par hypothése, f se factorise en
X-SyxpPr -5y

ou 4 est une immersion fermee et 7 est la premiére projection. On definit
[ = Ty,

A.7.4. Indépendance du choix de la factorisation. — Soit X - Y x

P™ ™. Y une autre telle factorisation. On a des immersions ferm ees
canoniques a : P* — Pm™ttlet o/ : P™ — P™t*l Notons 7" :
Y x P™ttl Y la premiére projection. En tenant compte de (A.3),
cette construction r“eduit la question a d ‘emontrer les formules 7= 7a, et
7, = wal. En d’autres termes, on est ramen e au cas particulier ou i est une
inclusion Y x P* — Y x P™, donn“ee par I’inclusion canonique P — P™
(n < m).

Soit ¢ = ¢,(Ox (1)) € HZ(X,Z(1)). L'assertion r esulte de la formule du
fibr e projectif (appliqgueea X =Y xRtaY x P™) et de la formule

(&) = {(1) M=
sij=—c.

Cette propri et e est bien connue au niveau des groupes de Chow : elle r esulte
par exemple de la fonctorialit e covariante de ces derniers (cf. [12, prop. 3.1
a)]). Mais CH'(X) — HZ(X,Z(1)), donc elle en r“esulte pour la cohomo-
logie motivique “etale par fonctorialit"e.

A.8. (ii) : fonctorialité. — Soient f : X — Y etg : Y — Z deux mor-
phismes projectifs, munis de d ‘'ecompositions [ = wi, g = 4’ comme ci-
dessus. Nous voulons montrer que (gf). = g.f«. Considerons le diagramme
commutatif :

YXPm iHEZXPmXPn SEZXPmn+m+n

A

g J/W/
YA

ou le carre central est cart esien et S est donn’e par le plongement de Segre.
Comme par A.7.40n a f, = m.iy, g. = 7.1, et (gf). = I1,.(S7"i)., en tenant
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de plus compte de (A.3), ce diagramme nous r eduit a demontrer les deux
formules :

(i) im.=mnlil;

* Uk

(i) =a" =TILS..

A.8.1. Casde (i). — Soit& = ¢1(Opn (1)) : laformule du fibr e projectif pour
7 et pour " s’exprime en fonction des pull-backs de &. L’assertion resulte
donc de la formule de projection (A.5), appliqu ee avec f = 1.

A.8.2. Cas de (ii). — Soient { = ¢1(Opm (1)), & = c1(Opn(1)) et " =
¢1(Opmn+m+n(1)). En utilisant la formule du fibr“e projectif, on a pour z €
Hg(Z,Z(+))

0 sif(a,
z  Si(a,

R (n') 5 € (€)= {

et de méme

0 sicFmn+m-+n

* "\ c
L2 (7)) {z sic=mn+m+n.

En utilisant de nouveau la formule de projection, il s’agit de montrer
que, dans I’ "ecriture de S(£ - (£/)%) sur la base des (£”)¢, le coefficient de
(g"ymntmin est 0 si (a,b) # (m,n) et 1si (a,b) = (m,n). Mais il s’agit
Ia d’un calcul dans I’anneau de Chow, et le resultat est vrai par fonctorialit e
covariante des groupes de Chow.

A.9. (v) : condition d’échange. — |l s’agit d’ "etendre (A.4) au cas ou f
(donc f’) est projectif. Etant donne A.7.1, on se reduit au cas ol f est une
projection Y x P™ — Y. C’est alors imm “ediat “etant donn e la formule du fibre
projectif et A.5.

A.10. (vi) : formule de projection. — Il s’agit de g’en’eraliser (A.5) a un
morphisme projectif quelconque. Méme reduction et justifications qu’en A.9.

A.11. Cas de la cohomologie de Lichtenbaum (justification de la propo-
sition 5.7). — M@&mes m "ethodes, en “etendant la formule du fibr e projectif a
cette cohomologie. Pour ceci, on construit des morphismes comme dans A.6
pour la cohomologie de Lichtenbaum. On d "'emontre que ce sont des isomor-
phismes par r "eduction au cas “etale grace a (3.2).
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