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Résune
L'objet de cette note est dedrire les grandes lignes de lardonstration de I'exactitude d’une suite (1) qui
relie le groupeS K> (noyau de la normeaduite) d’une algbre de biquaternions sur un corgsau groupe
de cohomologie galoisiennB(F,Z/2). Cette suite est obtenue en utilisant certaines suites spectrales
en cohomologie motivique ainsi que le calcul d’'une partie de la filtration topologique d’'une quadrique
d’'Albert.

The group S K, of a biquaternion algebra

Abstract
In this note, | will sketch the proof that a sequence (1) relating the gfdtip (kernel of the reduced norm)
of a biquaternion algebra over a fieldland the Galois cohomology group®(F, Z/2) is exact. The main
steps of the proof contain computations in spectral sequences for motivic cohomology and in the topologi-
cal filtration of an Albert quadric.

Abridged English version

Nearly all the results stated in this note are proved in [2] and all of them will be detailed in a forthcoming
article.

Let F' be a field of characteristic zero. Lebe an Albert quadratic form anb} the associated biquater-
nion algebra. Let’ be a codimension subform ofq. Let X, be the projective quadric defined by the
equationg = 0 andF'(q) be its function field. LetZ? (X, IC,) be the cohomology of the Gersten complex.

The main theorem stated in this note is the following (0.1). WHeoontains an algebraically closed
subfield, there is an exact sequence

ker Ny —SKoD—H®(F,Z/2)—H"(F(q),Z/2) 1)

whereN, : H3(X,,K5)— K> F is the usual norm map (see [7]).

The proof of this theorem is divided in three steps.

The first step is a computation in two spectral sequences: the coniveau spectral sequatatefutivic
cohomology and a “weight” spectral sequenceetale motivic conomology. It enables us to relde
cohomology with Galois cohomology. We get an isomorphism

ker(H*(Xg, Ka)—H?((Xq) r(v), Ka))— ker(H?(F, Z/2)—H"(F(q), Z/2))

whenF contains an algebraically closed subfield.
The second step deals with the description made by Panin in [6] df tiieeory of projective homoge-
neous varieties, as copies of thetheory of central simple algebras associated to algebraic groups. We
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show thatX, is isomorphic to the generalised Severi-Brauer varf&B(2, D). This enables us to compute
part of the topological filtration of this quadric. In fact, we decompose the levels of the topological filtra-
tion that we need to compute &5theory the ground field” and of D, using Panin’s description. Among
others, we computKlX,§4) using some of the results [B].

In the last step, we show that the group$(X,, K1) andK» (X, )(?/3) are isomorphic. The computations
of step2 then yield the exact sequence

SKoD—H°(F,Z/2)—H"(F(q),Z/2)

by a diagram chase. As in [5], using a codimension one subfgraf ¢, one can show that there is a
surjective morphism
ker N, — ker(SKoD—H?(F,Z/2))

hence the exact sequence 1.

Texte principal en francais

La plupart des@sultats annorés dans cette note sorérdontés en étail dans ma thse de doctorat ([2])
et tous feront I'objet d’'une publication éltieure.
Dans tout ce textel’ désigne un corps de carédistique nulleg =< a, b, —ab, —c¢, —d, c¢d > une forme

quadratique d’Albert et
p_( @ b ® cd
“\F FF

I'algebre de biquaternions qui lui est asg®i

Si X est un scBma inggre sur un corps, on notek(X) le corps des fonctions d&. La quadrique
projective déquationg = 0 est desigree parX,, et son corps des fonctions p&fq).

Les groupes déf-cohomologie (cohomologie du complexe de GerstenXdsont noésH? (X, K,) et
la notationH*(F, Z /n) désigne le ieme groupe de cohomologie galoisienngda valeurs dang /nZ.

Le principal esultat annoriedans cette note est letteme suivant.

THEOREME 0.1. — LorsqueF contient un sous-corps atpriquement clos, on a une suite exacte
ker Ny —SKoD—H®(F,Z/2)—H"(F(q),Z/2) )
Sa cemonstration s’articule comme suit.

1. Calculs de cohomologie motivique

Le but de cette section est d’exposer le principe deelaahstration du #oeme suivant :

THEOREME 1.1. — Soitq’ une forme quadratique d’Albert ou une sous-forme de codimersibane
telle forme. Soitt” la variéte de Severi-Brauer d®. LorsqueF’ contient un sous corps &égriquement
clos, on a un isomorphisme

ker(H*(Xgr, Ka)—H*((Xy ) r(v), Ka))— ker(H®(F, Z/2)—H°(F(¢'), Z/2))

La démonstration de ce #oeme utilise principalement deux suites spectrales : la suite spectrale de
coniveau en cohomologie motiviquetale ([4], p.161), une suite spectrale “des poids” en cohomologie
motiviqueétale ([4]).

La premereétape consista obtenir la suite exacte (a® localisation eR)

0—HE(F, Q/Z(4))— Hg, (X, Z(4))— Ka(F) & Ka(F)
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Elle s’obtient par calcul dans la suite spectrale “des poids” en pbitd®xistence d’'un sous-corps de
F algebriquement clos permet d’obtenir la ndlid’'une diferentielle ¢5%). La nullite de certains termes
utilise la conjecture de Milnor (morée dans [10]).

Dans une deurimeétape, on obtient la suite exacte @pltocalisation ef)

0—H*(X, Ky)—HE, (X, Z(4))—H,(F(q), Q/Z(4))

Elle résulte d’'un calcul dans la suite spectrale de coniveau en cohomologie mo&tajeen poidg.
Cela utiliseégalement la conjecture de Milnor.

En croisant ces deux suites exactes qui ont le terme du milieu en commun, puis en effectuant une chasse
au diagramme, on obtient les morphisngext n et I'isomorphisme

ker(HS,(F, Q/Z(4)) - HE,(F(q), Q/Z(4)))

~ ker(H*(X, K1) = K (F) ® Ko (F))

Le morphisme d’extension des scalairesiig F') vers K»(F(Y')) est injectif ([8],85), etker éx(Y) = 0
(par trivialite de la suite exacte dans le c&phbye), ce qui permet d'identifier

ker & = ker(H*(X,K4)—H*(Xp(yv),K4))
Enfin, tous ces groupes sont 2korsion par un argument de transfert, @’o
ker(HZ,(F, Q/Z(4))—HZ/(F(q), Q/Z(4))) = ker(H,(F, Z/2(4))—H, (F(q), Z/2(4)))
Cela donne le teoeme 1.1.

2. K-théorie des quadriques et vartés de Severi-Brauer

Dans [6], Panin donne la description delathéorie des vaétés projectives homames en fonction de
la K-théorie d'algebres de Tits naturellement assms aux groupes a@griques dont ces vates sont des
guotients. Nous allons nous servir d'une telle description dans le cas d’'une quadrique d’Albert, qui est en
faitisomorphei la varéte de Severi-BrauerggéralieSB(2, D) (voir [1]) d’'une algebre de biquaternions.
Le but de cette section est de montrer comment s’explicite la construction de Panin dans ce cas patrticulier.

Soith la forme quadratique hyperboliquey; +x2y2+z3ys. La quadrique projectivé;, d’équation, =
0 s'obtientégalement comme quotient du groupedldqueGG; = Spin(h) par le sous-groupe parabolique
Py, image Eciproque par I'applicatioSpin(h)—O(h) du fixateur du point projectifl : 0: ... : 0).

SoitV un espace vectoriel st de dimensiort. La grassmannienr@r(2, V') s'obtient comme quotient
du groupe algbriqueG, = SL(V) par un sous-groupe paraboliqie qui laisse globalement stable un
plan.

Soit W = A5V, muni de la forme quadratique induite par letekminantA,V x AyV—A4V ~ F.
Celle-ci est hyperbolique, et 'isomorphisme classique e$ift€/") et Spin(W) = Spin(h) envoie bien le
sous-groupe paraboliqug sur un sous-groupe paraboliqée qui laisse stable un plan. Cela induit donc
un isomorphisme entre les vaés quotientGr(2,V) ~ Xj.

La quadrique d’AlbertX, est une forme de la quadrique hyperboligkig (tordue par un cocyclé
valeurs dan$'O(h)). La varété de Severi-Braue$ B(2, D) est une forme de la grassmannieidhg 2, V')
(tordue par un cocyclé valeurs dan®?GL(V')). Un calcul cohomologique montre que ces cocycles se
correspondent par Iisomorphisnte (V) ~ Spin(h), et ce dernier induit donc un isomorphisrfiele
SB(2,D) versX,.

La construction de Panin fournit alors une description dé(lghéorie deX, ainsi que de celle de
SB(2, D). Plus péci€ment, on obtient des morphismes

Y ¢a: P KD = K.(SB(2,D))
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ou « parcourt les couple§, 0), (1,0), (1,1), (2,0), (2,1) et (2,2) et|«| designe la somme des deux
coordoniees dex. De la méme marére,

Yo+ o1+ patost+o_+or i K (F)& K (F)& K, (F)& K. (F)®K.D)& K,(D) — K.(X,)

Un calcul qui utilise principalement la mise en correspondance par l'isomorplyfisties anneaux des
repesentations d&; et P, et la fonctorialié de la construction de Panin permet d’obtenir le “changement
de base”

f*po(x) = o,0(z)

[roi(x) = ¢11(x)

[rpa(z) = p2.2(7)

[ p3(z) = ¢20(Mpes pe2(z)) — ¢2,1(Respes pes 0o Mpes pes(x))
+6§02’2(MD®6’D®4 (I))

ot () = oz

[ro—(x) = p11(Respas pez(z)) — p2,1(z)

(") *0voo(z) = @o(z)

() *0(x) = ¢i(2)

(D e1a(x) = ¢ilz)

(F)*p20(x) = 16p1(x) — 6p2(Mpe> pes(r)) + 3(Mpe2, pes(x))

—@—(ID®2,D®3(1‘))
(f"D*@21(x) = @1(Respes pe () — ()
() 022(z) = @a(x)

ou le morphismeRes désigne la restriction el -théorie et le morphism@l celui d’'invariance de Mo-
rita entre laK-théorie de deux akreséquivalentes au sens de Brauer (notammbfit, et D®+2 sont
équivalentes).

3. Filtration topologique

Cetteétape consista calculer autant que possible la filtration topologique de la quadrique sér la d
composition de Panin. Ce calcul se fait essentiellement en se ramenant par extension des scalaires au cas
déploye, dans lequel la filtration topologique est triviale et engeadar des cup-produits par ddéments
de K, dont on connait la codimension du support. Pély et K, a I'exception deKlX;‘, la filtration
topologique est &a calcuée dans [5] sur uneédomposition analogua celle de Panin (voir [9]). On
commence par se donner une nouvelbeamposition compatible avec la filtration topologique, obtenue
a partir de morphismes qui utilisent la nornéluite qui n'est dfinie que poutky, K, et K5. On note
K;XU) le j-eme groupe de la filtration topologique Ae X, et K; X U/7+1) = K, X 0) /), X G+1),

DEFINITION 3.1. — Pouri = 0, 1 ou2, on c&finit les morphismes

Vo, Wy, W, U3 : K F— K X,

par

Yo = o

Uy = o — 1 0 Mp pe2

Vo = o — 2p1 0 Mp pez + 2 0 Mp pes

\113 = Yo — 3901 O MF,D®2 + 3@2 o} MF70®4 — Y30 MF’D®G
et

U WY W, K, D—K; X,



Le groupe SK, d’'une alg ébre de biquaternions

par
U = @ o Nrd + @1 0o Mp pe2 o Nrd — ¢y
Ul = g oNrd + @1 0 Mg pez2 o Nrd — ¢ o Mp pes
Ul =W, + ) — Uy 0 Nrd

Dans le cas @ploye (D ~ M,(F)), ces morphismes peuvent s’obtenir comme des cup-produits par des
elements dé€sy. Plus péciment, poui = 0, 1 ou2 et pour toutk € K;F', on a

Wo(k) =k
Uy (k) = kH
Uy (k) = k.H?

UhoMpp(k) =kPy
\I/g OMF7D(,Z€) = k732
W5 (k) = kH3
\I}éOMF’D(k) - kD

ouZ, H, P P, etD désignent respectivement la classe dans(, de Oy, , du faisceau structural d’un
hyperplan (deP? intersecké avec la quadrique), des faisceaux structuraux de deux plans qui ne sont pas
équivalents et d’'une droite. C’est essentiellement pour obtenigales pecdentes que I'isomorphisme
entreX, et SB(2, D) déecrit pecedemment estatessaire.

On peut alors montrer (principalement paduction au cas scigj) que ces morphismegnifient

PROPOSITION3.2. — Pouri = 0, 1 ou2 les morphismes
U@l eU;e U e V) K,F% e KD —K, X

et
Uy Uy Va0 K F®? e KD —K;X[?

sont des isomorphismes. De plis, et U arrivent dansKin’).

Remargud. — Dans [2], je n'avais par remargé que¥} s’obtient comme un cup-proddit. ¥4, et qu'il
arrive donc engrement danf(in(,?’), méme pour = 2. Cela explique pourquoi la suite exacterdontée
dans [2] contient un terme sup@hentaire qui rétait pas recessaire.

Un autre calcul acessaire par la suite est celuiH@X§4).

PROPOSITION3.3. — Kqu(‘l) est isomorphe au noyau de I'application &g D & K1 F vers K F' qui
envoie(d, f) surNrd(d) — 2f.

Cette proposition est une catgience de la construction de Chernousov et Merkurjev dans [3] qui fournit
un isomorphisme du groupe de Clifford @pal deq quotiené par son sous-groupe d&équivalence vers
H*(X,,Ks5). Le groupe de Clifford spcial et sak-équivalence sont connues dans le cag,de qui permet
de montrer qué’*(X,, K5) estisomorpha son image dans le groulbélX,S‘l) (par le morphisme de bord),
et donc que la diﬁrentielledg’_4 est nulle dans la suite spectrale de Brown-Gersten-Quillen.

4. Démonstration du théoreme 0.1

Les suites spectrales de coniveau et des “poids” en ghidsrmettent de montrer la surject&itu
morphisme naturel dés(F) vers H(X,, K3), ce qui implique la nullié de la diferentielleds * dans
la suite spectrale de Brown-Gersten-Quillen. Cela donne (sachamﬁq’d‘e: 0) un isomorphisme entre
Ko X8 et H2(X,, Ky).

Enfin, les isomorphismes de la proposition 3.2 fournissent une surjection

Ko © KoD —>>K2X(§2/3)
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Or F(Y) (corps des fonctions de la vaté de Severi-Brauer d®) déploie D, et K> F' s'injecte dans
K> F(Y). Celaimplique la suite exacte

SKyD— K> XD — Ko (X,)oh)

etal'aide du tleoeme 1.1, la suite exacte
SKoD—H(F,Z/2)—H"(F(q),Z/2)

Ainsi que dans [5], en utilisant une sous forme quadratigjue ¢ de codimension, il est possible de
montrer que le noyau du morphisnSd<, D— H®(F,Z/2) est un quotient du noyau de la normg, :
H3(X,,Ks5)— K> F. Cela fournit la suite exacte 1.
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