Sur la K-théorie du foncteur norme
Max Karoubi! & Thierry Lambre?

Résumé :

La K-théorie d’un foncteur peut étre vue comme la version relative de celle d’'un anneau
unitaire. Apres une description du groupe Ky d’un foncteur, nous montrons que cette
K-théorie de foncteur possede une suite exacte longue de Mayer-Vietoris.

Dans le cas d’une extension galoisienne de corps de nombres F/L, d’anneaux d’entiers
respectifs A et B, le groupe Ky du “foncteur norme” est une extension d’un sous-groupe
du groupe des classes d’idéaux CI(A) du corps F par le groupe de cohomologie de Tate
HO(G, A).

La suite exacte longue de Mayer-Vietoris permet d’expliciter un quotient du sous-groupe
NCI(A) :=ker N : Cl(A) — CI(B)
du groupe des classes CI(A), ou N désigne la norme, sous la forme d’une suite exacte courte
1—= B*/B*NN(F*) —= H(G, F*) N H'(G,Up) — nCU(A) /IcCI(A) —=1

ou Ur est le groupe des unités semi-locales du corps F'. Pour conclure cet article, nous
proposons quelques applications arithmétiques.

Abstract:
The K-theory of a functor may be viewed as a relative version of the K-theory of a ring.
After its description, we prove a Mayer-Vietoris exact sequence in this framework.
In the case of a Galois extension of a number field F//L with rings of integers A, B respec-
tively, this K-theory of the “norm functor” is an extension of a subgroup of the ideal class
group CI(A) of F by the Tate cohomology group lLAIO(G7 A¥).
The Mayer-Vietoris exact sequence enables us to describe in a quite explicit way a quotient
of the subgroup

NCI(A) :=ker N : Cl(A) — Cl(B)

of the ideal class group CI(A), where N is the norm. We also prove a short exact sequence
1—= B*/B*NN(F*) — H(G, F*) N H*(G,Up) — nCU(A)/IcCI(A) —=1

where UF is the group of semi-local units of F'.
Finally, we conclude this paper by applications of our methods to Number Theory.
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Cet article a pour origine notre souhait d’utiliser dans un cadre arithmétique des outils de
K-théorie en bas degré dont les idées remontent & H. Bass ([B]).

Les groupes Ky et K; d’un anneau unitaire A ou, ce qui revient au méme, de la catégorie
Proj(A), ont été intensivement étudiés des leur apparition. Dans cet article nous étudions
un groupe moins étudié et fortement relié aux deux précédents, le groupe de K-théorie d’'un
foncteur additif. Le groupe Ky d’un tel foncteur ¢ : Proj(A) — Proj(B) apparait comme
un invariant assez fin pour permettre I’observation de phénomenes que les groupes Ky et
K1 a eux seuls ne semblent pas détecter.

Cet article débute par une description minutieuse du groupe K¢ du foncteur norme N4/ p
associé a une extension de corps de nombres F'/L d’anneaux d’entiers A = Op et B = Of..
Soit Zr le groupe des idéaux fractionnaires de A. Soient N : F' — L et N : Zp — Iy, les
normes respectives sur F' et Zp. Définissons N : F* — L* x Iy par N(z) = (N(z),zA). On
pose

Ko(Na/p) ={(t,I) € L* xIp | tB = N(I)}/Im N.

Pour (t,I) dans L x ZF, on désigne par [t,I] € Ko(Ny,p) la classe de (¢, 1) mod Im(N).

Théoréeme 3.4. Soit F'/L une extension de corps de nombres. Le groupe Ko(Ny/p) du
foncteur norme Ny p est isomorphe au groupe ICO(NA/B). De plus, il existe une suite
exacte

N
A L5 pr —75 Ko(Nyyp) —2= Cl(A) X~ CU(B)

ott les homomorphismes o et p sont respectivement donnés par o(v) = [v, A] et p([t, I]) = [I].

Dans un second temps, nous construisons une suite exacte longue de Mayer-Vietoris pour
la K-théorie d’un tel foncteur.

Théoréme 4.4. Soit F//L une extension de corps de nombres, d’anneaux d’entiers Aet B
et d’anneaux d’adéles Ap et Ay respectivement. On désigne par A I'anneau des localisés
complétés de A a toutes les places finies de F.

Soit ¢ : Proj(A) — Proj(B) un foncteur additif et soient ¢, Pi/p €t PAp/AL les
foncteurs induits par . Ces foncteurs s’insérent alors dans une suite exacte longue

o= Kri(pap/a,) — = Ko(p) —= Ke(prn) X Ke(93/5) —= K(0apa,) —2= -

Dans le cas du foncteur norme et pour r = 0, cette suite exacte peut étre précisée. In-
troduisons pour cela une notation : si NV : X — Y est un morphisme de groupes, nous
notons

NX :=ker N

et
Yy := coker N



Théoréme 5.4. (suite exacte des noyaux-conoyaux) Soit F'//L une extension de corps de
nombres d’anneaux d’entiers respectifs A et B. Soient Upr, Uy, les groupes d’unités semi-
locales de F' et L respectivement, Jr, J; les groupes d’idéles de F' et L respectivement.
Notons indifféremment par la méme lettre N les différentes normes A* — B*, F* — L*
Ur - U et Jp — Jf.

On a alors une suite exacte

1 NA*

Ko(Nap) ——> Ly x Up)y —2> (I) v -2

ClUB)y —=1.

Cet article s’acheve par quelques calculs explicites dans le cas des extensions cycliques.

Théoréme 6.6. Soit F'/L une extension cyclique de corps de nombres d’anneaux d’entiers
A et B respectivement, de groupe de Galois G. On pose

NCI(A) = ker N : CI(A) — Cl(B).

Soit ICI(A) le sous-groupe du groupe des classes Cl(A) engendré par les éléments de la
forme (1 — g)[I], g € G, [I] € CI(A). On a alors un isomorphisme de groupes

NCU(A)/IGCI(A) = L*/B*N(F*) N U,/B*N(Up).

De plus, on a une suite exacte

1—— B*/B*NN(F*) — H(G, F*) N H(G,Up) — nCI(A))/IcCl(A) — 1,

ou fIO(G, —) désigne le groupe H® de cohomologie de Tate.
Nous en déduisons

Théoréme 6.8. Soit F'/L une extension cyclique de corps de nombres d’anneaux d’entiers
A = O et B = Oyp. On suppose 'extension ramifiée de degré premier £, de groupe de
Galois G. Désignons par t le nombre de places finies de L ramifiées dans F' et par ICI(A)
le sous-module de C1(A) engendré par les éléments de la forme (1 — g)a, a € Cl(A). Posons

NCI(A) :=ker N : Ci(A) — CI(B).
Alors yCI(A)/IgCI(A) est un Fy-espace vectoriel de dimension inférieure ou égale a t — 1.

En particulier, pour une extension F/Q cyclique, si on désigne par Cl(A)g le groupe des
co-invariants du groupe des classes de A et par Z* = Uqg =[] Z,,, on a un isomorphisme
de groupes

P

Cl(A)g = Q*/Z*N(F*) N Z*)Z*N(Up).



Cette suite exacte permet par exemple de proposer une démonstration nouvelle du résultat
suivant sur le {-rang du groupe des classes d'une extension cyclique d’ordre ¢. Ce résultat
est déja connu mais de démonstration toujours délicate.

Théoréme 6.9. ([H],[L]) Soit F/Q une extension cyclique de degré premier ¢, de groupe
de Galois G. Notons Cl(A)q le groupe des co-invariants du groupe des classes Cl(A) sous
P’action de son groupe de Galois.

Soit t le nombre de diviseurs premiers du discriminant du corps F. Alors le f-rang du
groupe des co-invariants du groupe des classes du corps F' est égal a t — 1, sauf si { = 2,
F' quadratique réel et s’il existe un nombre premier p congru a 3 modulo 4 et divisant le
discriminant du corps F'.

Dans ce dernier cas, le 2-rang du groupe des co-invariants du groupe des classes du corps
F est égal at — 2.

Nous tenons a remercier chaleureusement T. Nguyen Quang Do (Université de Franche-
Comté) pour sa lecture attentive d’une version préliminaire de ce texte. Nous remergions
également J. Berrick et Meng Fai Lim (Université de Singapore) pour nous avoir commu-
niqué la remarque 5.6 ainsi que C. Movahhedi (Université de Limoges) pour une correspon-
dance fructueuse concernant le résultat 6.8.

Ce texte est organisé comme suit

Notations et rappels.

Le groupe Ky d’un foncteur.

Le foncteur norme

La suite exacte longue de Mayer-Vietoris de la K-théorie d’un foncteur.

Le cas des corps de nombres et du foncteur norme.

ANl o A

Quelques applications.

1. Notations et rappels.

Dans ce texte, nous considérons une extension F/L de corps de nombres. Nous désignons
par :

A = Op et B= 0y, les anneaux d’entiers respectifs de I’ et L,

Zr le groupe des idéaux fractionnaires de A,

CI(A) le groupe des classes d’idéaux de A (ou F),

V(F') I'ensemble des places finies de F,

Soit w une place finie de F et soit v une place finie de L. On note A, (resp. F,) le complété
de 'anneau A (resp. du corps F') a la place finie w de F.

On désigne de méme par

A =Ilyevr) Aw et B =[l,ev(r) Bo,

Ap = A® 4 F l'anneau des adeles de F', restreintes aux places finies,



Ur = A = Hwev( P AZ le groupe multiplicatif des unités locales, c’est-a-dire les éléments
invresibles de I’anneau 121\,
Jr = (Ap)" le groupe multiplicatif des ideles, unités de 'anneau Ap.

Pour un G-module M, on désigne par IgM le sous-module de M engendré par les éléments
de la forme (1 — g)m, ou g appartient a G et m appartient & M. Le groupe Mg = M/IgM
est le groupe des co-invariants du G-module M.

Lorsque l'extension F /L est galoisienne de groupe G, le groupe de cohomologie de Tate
HY(G, M) d’un G-module M est défini par

HY(G,M) = M€ /im v,

ouv: M — M est le morphisme de G-modules défini par v(m) = > . gm.
Dans le cas galoisien, si N : A* — B* désigne la norme, on a donc

H°(G, A*) = coker (N : A* — B*) = Bj.

Nous aurons besoin du calcul de la K-théorie des anneaux A et A .

Lemme 1.1. Soit A 'anneau des entiers d’un corps de nombres F'. On a alors des isomor-

phismes de groupes Kl(A\) > Up et K1(Ap) 2 Jp.

Démonstration. L’anneau A = Hwev( F) Aw est produit d’anneaux de valuations discrétes.
Tous les anneaux A, sont de rang stable d < 1. De plus, pour tout n > 3, il existe N tel
que pour chaque place w de F', tout élément de E, (A, ) est produit d’au plus N matrices
élémentaires. Montrons que ’homomorphisme évident ¢ : K (A) — [Twev ) K1(Aw) est
un isomorphisme.

L’homomorphisme ¢; est injectif : soit « un élément de GL(E) tel que pour chaque place
w de F, 'image o, de o dans Kj(A,) soit égal a 1. Pour n assez grand, ceci implique
que @, est un élément de FE,(A,) et donc s’écrit comme un produit de commutateurs
[li<i<n[Buwi> Yw,il- D’apres ce qui précede, le nombre N de commutateurs peut étre borné
indépendamment de la place w. R

Pour 1 <i < N introduisons les éléments b; et et ¢; de A définis par

bi = (Buwi)wev(F) €t ¢ = (Ywi)wev(F)-
Dans GL(E), on a 'égalité

a=[b,c1] x -+ x[bn,en],
ce qui signifie que la classe de o dans K (ﬁ) est 1.
L’homomorphisme ¢ est surjectif : Puisque le rang stable des anneaux A, est borné par
1, il existe un entier n, indépendant de w tel que tout élément de K;(A,) puisse s’écrire
comme la classe d'une matrice a,, € Gl,(Ay). La famille des matrices (au)yev(r) définit

-~ -~

un élément de GL,(A), et par suite un élément a de K1(A) dont I'image par ¢, est la classe
dans chaque K;(A,) de la matrice ay,.



-~

Ce raisonnement établit un isomorphisme de groupes Ki(A4) = [[, ey (r) K1(Aw). Puisque
Hwev( F) K1(Ay) = Up, le premier isomorphisme est établi.

Cette démonstration s’adapte sans difficulté au cas du produit restreint A p. Pour cela, soit
S un ensemble fini de places de F'. On pose traditionnellement

AS:Hwa HAw

wES wES
et
=1 Fsx [] 45
weS wgS

de sorte que Ap = lim A% et Jp = lim J3 (cf. [N]).

D’apres les considérations précédentes, on a

Ki(Af) = [] K1(Fo) > [ Ki(Aw),
weS wgS

ce qui donne K1(A%) = J3.
On sait que le foncteur K commute aux limites inductives (cf. par exemple [W2]) d’ou

Ki(Ap) =lim K1 (A7),

ce qui démontre K1 (Ap) = Jp.

Définition 1.2. Soit A un anneau. On dit qu’un élément u de Ky(A) est borné par N si
u = [E] — [A])Y, ott E est un facteur direct de A*V.
Si (A;)ier est une famille d’anneaux, le produit borné des groupes Ko(A;), i € I, est le
groupe noté

TT® Eo(r))

el
dont les éléments sont les familles u = (u;);e; avec u; € Ko(A;) et telles qu’il existe un
entier N = N(u) pour lequel u; est borné par N pour tout i.

Proposition 1.3. Soit A I’anneau des entiers d’un corps de nombres. Le morphisme de
groupes évident
¢0: Ko(A) — [ Ko(Aw)
weV (F)

-~

est injectif, d’image le produit borné HS)EV(F)KO(A,W). De plus, les groupes Ko(A) et
Ky(AF) sont isomorphes.

Démonstration. L’homomorphisme ¢g est d’image le produit borné Hg)eV( F)KO(Aw)- En
effet, puisque le rang stable de chaque A, est inférieur ou égal a 1, tout module projectif
de type fini sur A,, s’écrit £ @ A}’ ou F est de rang au plus 1. Choisissons N > 1. Soit

U = (Uy)w,cv(r) un élément du produit borné HS]))@V( P Ky(Ay). Puisque chaque élément



ty du produit borné s’écrit sous la forme [E,] — [AY], ou E, est facteur direct de A2V,
le module E,, est I'image d’'un projecteur p,, de Mataon (A, ). Cette famille de projecteurs
définit un projecteur p de Mato N(f/l\), ce qui fournit un élément de K (ﬁ) d’image u.
Montrons par ailleurs linjectivité de ¢g. Soit o = [E] — [AN] un élément de Ky(A) d’image
nulle par ¢g. On peut supposer que F est I'image d’un projecteur p de Math(A\). En
remplacant le projecteur p par p @ 0, ceci implique que pour toute place w de F', p, @ 0
est conjugué au projecteur diag(1,0) dans Matyy(A,) par une matrice inversible a,, de
GL4nN(Aw). On en déduit que « est nul dans Ko(g).

Pour le calcul de Ko(AF), on remarque que si S est un ensemble fini de places de F), le
groupe Ko([], g5 Aw) est isomorphe au produit borné ngzs Ky(Ay). On en déduit

Ko(A$) = ] Ko(Fu) x []? Ko(Auw).
weS w¢gS

Par passage a la limite inductive, on obtient

Ko(ap) = [ Ko(Auw) = Ko(4).
weV (F)

2. Le groupe K( d’un foncteur.

Soient A et B deux anneaux unitaires, non nécessairement commutatifs. Soit ¢ : Proj(A) —
Proj(B) un foncteur additif et soit BQ(¢) : BQProj(A) — BQProj(B) l'application
continue définie entre les espaces classifiants de la K-théorie de Quillen des anneaux A et
B [Q]. Soit F, la fibre homotopique de I'application BQ(y).

Définition 2.1. Pour r > 0, le groupe K,(y) := mr41(F,) s’appelle le r-iéme groupe de
K -théorie du foncteur .

De cette définition on déduit la suite exacte longue tautologique

s Ky () — K1 (A) —2> Ky (B) —2 Ko () — Ko(A) 2 Ko (B)

avec ¢; = miy1BQ(¢).
Description du groupe Ky d’un foncteur.

Dans ce cadre de généralité, le calcul de K, (¢) = m41(F,) reste délicat, y compris pour
r = 0. Voici une autre description de Ko(¢).

Pour cela, rappelons une construction générale due & H. Bass ([B], VIL.5). Soient C et D
deux catégories monoidales symétriques et soit ¢ : C — D un foncteur monoidal et cofinal?.
Le cone de ¢ est la catégorie co(p) constituée des triplets (C,a,C") ot C' et C’ sont des
objets de C et ot av : o(C') — p(C") est un isomorphisme dans la catégorie D. Un morphisme
de (C,a,C") vers (C1,a1,C1) est un couple (f, f') ou f: C — Cy et f/: C" — C] sont

3L’exemple le plus important est celui d’une catégorie additive et d’un foncteur additif et cofinal.



des morphismes dans C tels que a1 o o(f) = ¢(f’) o a. L’ensemble des classes d’isomorphie
d’objets de co(y) est un monoide abélien dont on note K (co(y)) le groupe de Grothendieck.

Définition 2.2. Le groupe Ky(p) de K-théorie du foncteur ¢ est le quotient du groupe
K(co(p)) par le sous-groupe R engendré par les éléments de la forme

(C,a,C") + (C",3,C") — (C, Ba, C").

La classe de (C,«,C") modulo R est notée [C, «, C'].

Le groupe Ky(p) d'un foncteur monoidal et cofinal s’insere dans la suite exacte de Bass qui
s’écrit

(2.2) K1(C) —2 Ky (D) —Z= Kolp) —2= Ko(C) 22> Ko(D) .

De plus, on sait ([Gr] et [K3], p. 269) que si le foncteur ¢ est additif et cofinal, le groupe
Ko(p) défini en 2.1 par Ko(p) = mi(F,) est isomorphe au groupe défini ci-dessus par
générateurs et relations.

Description du groupe Ky d’un foncteur entre catégories de Cartier.

L’exemple suivant nous sera tres utile dans la suite. Soit A un anneau commutatif uni-
taire integre de corps des fractions F. Soient Cart(A) le groupe des idéaux fractionnaires
inversibles de 'anneau A et divp : F* — Cart(A) le morphisme de groupes défini par
divp(z) = zA.

Introduisons la catégorie Cart(A) dont les objets sont les idéaux fractionnaires inversibles
de A et dont les morphismes sont donnés par Homcy, ¢ (4) (I,J) = Homy(1, J); la structure
monoidale est donnée par le produit des idéaux. Les objets de cette catégorie sont donc les
éléments du groupe de Cartier de A.

Soit ¢ : Cart(A) — Cart(B) un foncteur monoidal et cofinal et soient F' et L respective-
ment les corps de fractions de A et B. Considérons le groupe produit fibré L* x, Cart(A),
c’est-a-dire le sous-groupe de L* x Cart(A) constitué des éléments (¢, I) tels que tB = ¢(I).
Soit @ : F* — L* x, Cart(A) le morphisme de groupes défini par ®(z) = (¢(2), zA).

Définition 2.3.

On pose
Ko(p) = coker (®) = L* x, Cart(A)/im (D).

Pour (t,I) dans L x, Cart(A), on pose [t,I] = (t,I) mod im ®.
N. B. On notera 'analogie entre Ko(¢) et le groupe U(A;Z/n) de [K-L], Théoréme 1.1.

Le groupe Ky(p) est constitué d’éléments de la forme [J, o, I], ou J et I sont des idéaux
fractionnaires de F' et o «v : p(I) — ¢(I) est un isomorphisme de B-modules. En multi-
pliant [J, 3,1] par 1 = [J~L, idg(7-1), J~1], on peut toujours écrire un élément de Ko(p)
sous la forme [A, a,I]. Par B-linéarité, lapplication o : B — ¢(I) est déterminée par
t = (1) € L*. De plus, puisque « est un isomorphisme, on a ¢(I) = tB.



Lemme 2.4.
L’application qui a [A, «, I] de Ko(p) associe [a(1), I] dans Ko(yp) est un isomorphisme.

Démonstration. L’application réciproque est celle qui a 1’élément [t, I] de Ko(yp) associe
Pélément [A, a, I] de Ko(p), oit o : B — (1) est I'isomorphisme de B-modules défini par
a(l) =t.

Le foncteur restriction des scalaires.

Soient A et B deux anneaux unitaires (non nécessairement commutatifs). On suppose que
A est un B-module projectif de type fini. Notons res : Proj(4) — Proj(B) le foncteur
restriction des scalaires défini pour tout A-module P = 4P, de classe d’isomorphie [4P]
par la formule res([4P]) = [gP], ot pP désigne le B-module P obtenu par restriction des
scalaires.

Le foncteur res est évidemment additif. Puisque A est un B-module projectif de type
fini, il est également cofinal. En effet, pour un B-module projectif de type fini (), on pose
P = A®pQ et on voit que gP est alors facteur direct d'un Q™. Donc res([P]) contient [Q]
en facteur direct.

Supposons de plus que les anneaux A et B. Les homomorphismes de la suite exacte de Bass

resi reso

Ki(A) =5 K1 (B) —Z> Ko(res) —2> Ky(A) —=% K(B)

sont donnés respectivement par
resi([aP,a]) = [5P,al,
o([Q,6]) = [A®B Q, ida ®p 8, A®pQ),
p([P, v, P')) = [P] — [P']

et
reso([aP]) = [BP].

Description du morphisme de groupes res; : K1(A) — Ki(B).

Pour décrire res;, rappelons une construction du groupe Kj(A). Soit K1(A) le groupe
abélien libre engendré par les classes d’isomorphie de couples (P, ) ou P est un A-module
projectif de type fini et ol a appartient & Aut4(P) et soit H(A) le sous-groupe de K1(A)
engendré par les deux types d’éléments suivants:

(P, ) + (P, B) — (P, Bev)

(P,Oé) + (Q)ﬁ) - (P@Q,Oé@ﬁ)
Le groupe quotient K1 (A)/H(A) est alors isomorphe a K7 (A).
Proposition 2.5. Soit détp : Ki(B) — B* le déterminant. Pour u € A*, on a

détp o resy (u) = dét(u,) € B*



ou i, : A — A est I'application B-linéaire pu,(z) = uz.

En particulier, si A et B sont des anneaux d’entiers de corps de nombres, d’apres le théoreme
de Bass, Milnor et Serre [B-M-S], on a K1(A) = A* et K1(B) = B*. On en déduit res;(u) =
dét(p,) pour tout u € Kq(A).

Démonstration. Pour (P,«) dans Ki(A) on note [P,a] = (P,a) mod H(A). Avec ces
notations, on a

resy ([P, a]) = [BP, a.

Pour u € A* donnons l'expression de détp o resi(u) dans Kq(B). On écrit u = [A, p,] ol
ty @ A — A est la multiplication par u. On a resi(u) = [pA,pu]. Or A est un B-module
projectif de type fini. Si A est facteur direct d’'un B-module libre de rang n, on a donc

détp([BA, pl) = [A(B"), Ap(w)] = [B, 7],
ol v : B — B est la multiplication par dét(j,).

3. Le foncteur norme.

Supposons que F'/L soit une extension finie de corps de nombres, d’anneaux d’entiers
A = Op, B = Op. Soient CIl(A) et CI(B) les groupes des classes d’idéaux de A et B
respectivement.

Définition 3.1. Le foncteur restriction des scalaires res est noté
Ny/p : Proj(A) — Proj(B).

I1 est défini par N 4/5([aP]) = [BP].

Cette terminologie trouve sa justification dans le fait suivant : sur le groupe K7, le foncteur
norme coincide avec la norme Ng/r. En effet, de la proposition 2.5, on déduit :
Proposition 3.2. L’homomorphisme N; : Ki(A) — K;i(B) est donné par Ni(u) =
Np/p(u).

La suite exacte de Bass 2.2 du foncteur norme N4, : Proj(A) — Proj(B) se réduit donc
a la suite exacte courte

(3.2) 1 —= By —Z> Ko(N,/5) —2> NCI(A) — 1.

ol By = coker N : A* — B* et yCIl(A) =ker N : Cl(A) — CI(B).

Pour obtenir une description plus précise du groupe Ko(N 4 / B) au sein de cette extension,
on utilise 2.4. Introduisons pour cela le produit fibré K = L* X7, Zr, ou ZF est le groupe
des idéaux fractionnaires de F'.

Le groupe K est donc le sous-groupe de L* x Zp constitué des éléments (¢,1) tels que
l'idéal N(I) soit principal de générateur ¢, c’est-a-dire (t) = (N(I)). Soit N : F* — K le
morphisme de groupes défini par NV (z) = (N(z),zA).

10



Définition 3.3. Posons

Ko(N 4/5) = K/Tm(N) = {(t,]) € L* x Tp | tB = N(I)}/{(N(),24),z € F*}.

Pour (t,) dans K, désignons par [t, I] € Ko(N 4/p) la classe de (¢, 1) mod Im(N).

Théoréme 3.4. Soit F/L une extension de degré fini de corps de nombres. Le groupe
Ko(Ny,p) de K-théorie du foncteur norme N 4, p est isomorphe au groupe Ko(N 4/p5). De
plus, la suite exacte de Bass du foncteur N 4,p s’identifie a la suite exacte

N
A L5 gr 75 Ko(N oy p) —2= Cl1(A) X~ CU(B)

ot les homomorphismes o et p sont donnés par o(v) = [v, A] et p([t, I]) = [I].

Démonstration. Considérons le diagramme suivant de catégories et de foncteurs, commutatif
a isomorphisme pres.

Cart(A) Neey Cart(B)
iAl liB
Pic(4) —2 > Pic(B)
dét, dét
Proj(A) Bae Proj(B)

La catégorie Pic(A)) a pour objets les A-modules projectifs de rang 1. Le foncteur A est
donné par A(4P) = A(BP)), ou n = [F : L]. Ce foncteur est cofinal (dans un contexte
multiplicatif). Par ailleurs, dans I'anneau de Dedekind A, si P et @ sont des modules
projectifs de rang 1, alors les modules P & Q et (P ®4 Q) @& A sont isomorphes ([M]). Or

ANy(B(P®a Q@A) = Ap((P ®4Q)) tandis que AL (p(P @ Q)) = AR (sP) ®p AR(BQ).
On a donc la relation

AP ®aQ)=A(P) 2 AQ),
ce qui montre que ce foncteur est additif au sens monoidal.

On pose dét 4 ([P]) = A" (P) ou r est le rang de P en tant que A module. Le théoreme 3.4
résulte alors du lemme ci-dessous.

Lemme 3.5. On a des isomorphismes de groupes

Ko(Ny/p) = Ko(A) = Ko(Neart) = Ko(Ny ).

Démonstration. On sait que K;(Pic(A4)) = A* et Ko(Pic(A)) = CI(A).

11



Par conséquent, dans le diagramme a lignes exactes

A* B* Ko(A) Cl(A) Cl(B)
dét, T dét, T dét, T dét, T détOT

les applications dét; et déty sont des isomorphismes, ce qui montre que déty est un isomor-
phisme, c’est-a-dire Ko(N4/p) = Ko(A).

Par ailleurs, puisque ig et ip sont des équivalences de catégories, on a un isomorphime de
groupes de K-théorie de foncteurs

KO(A) = KO(NCart)-

Enfin, d’apres 2.4, on a un isomorphisme de groupes Ko(Neart) = Ko(Ny4/p). Ce lemme
3.5 acheve ainsi la démonstration du théoreme 3.4.

4. La suite exacte longue de Mayer-Vietoris de K-théorie de foncteurs.
La suite exacte longue de Mayer Vietoris de K-théorie des anneaux.

Nous allons d’abord considérer une suite exacte de Mayer-Vietoris pour la K-théorie des
anneaux.

Définition 4.1. Un morphisme d’anneaux i : A — A est un isomorphisme analytique le
long de S si

a) S est une partie multiplicative de A, composée d’éléments centraux et non diviseurs de
zéro,

b) i(S) est une partie multiplicative de A, composée d’éléments centraux et non diviseurs
de zéro,

c¢) pour tout s de S, I'application i induit un isomorphisme A/s = /T/z(s)

On dit alors que (A, 1, E, S) est un carré de Milnor et on a le diagramme commutatif

%

A A

-

StA—=i(s)'A

En K-théorie, les carrés de Milnor jouissent de la propriété suivante.

Théoréme 4.2.([K2] p. 400, [W1]) Soit (A,i, A,S) un carré de Milnor. Il existe une suite
exacte longue de Mayer-Vietoris en K-théorie

P K (A) —— K (STYA) x Ky (A) - K (STA) 2

12



Donnons un exemple : soit £’ un corps de nombres d’anneau d’entiers Op = A. L’application
i: A — A est alors un isomorphisme analytique le long de & = N \ {0}. Dans ce cas,
S'A=Feti(S )_lﬁ est 'anneau A des adeles du corps F', restreintes aux places finies.
On a par conséquent le carré de Milnor (A, 1, A S) et le diagramme commutatif

™1

— S Ap
Appliquons le foncteur K; au diagramme (M) ci-dessus. D’apres la proposition 1.2, on
obtient le diagramme

%
—_—

(M)

(M) A* —UFp

L

F*—JF

En particulier, pour r = 1, la suite exacte de Mayer-Vietoris du carré de Milnor (A, 1, X, S)
s’écrit sous la forme

Ko (Ap) —2e A e P Uy s T 2 Ko(A) =2 Ko (F) x Ko(A).

L’homomorphisme i; est évidemment injectif car A* est contenu dans F*. Par ailleurs,
ker(ip) s’identifie au groupe des classes CI(A). On aboutit ainsi & la suite exacte

1 — = A* — > F* x Up > Tp — = Cl(A) —=1
avec u(z,t) = z/t, ce qui fournit I'isomorphisme classique

Jp/F* - Up = CI(A).

Nous verrons en 5.6 une autre application de cette suite exacte longue de Mayer-Vietoris.
La suite exacte longue de Mayer-Vietoris de K-théorie de foncteurs.

Proposition 4.3. Soit S la partie multiplicative S = N \ {0} et soient (A,ia, A,S) et
(B,ip, B,S) deux carrés de Milnor. Soit ¢ : Proj(A) — Proj(B) un foncteur additif et
soient $, S~l¢ et ST les foncteurs induits par . Alors le cube de foncteurs ci-dessous
est commutatif a isomorphisme pres.
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Proj(s714) Proj(S—'A)

y /
Proj(A) Proj(A)
Sty S§71p
® 2
Proj(S—!B) Proj(S—1B)
Proj(B) Proj(B)

Démonstration. Les huit foncteurs des faces horizontales sont des foncteurs extensions des
scalaires. Par exemple, 64 est I’extension des scalaires associée au morphisme d’anneaux
A— S 1A, On adonc §4(P) =S 'A®4 P et des formules analogues pour les sept autres
foncteurs de ces deux faces.

Les foncteurs verticaux @, S~ 1y et S~1 sont définis & partir du foncteur ¢. Puisque ¢ est
additif, il existe un B-A-bimodule M = gM 4 tel que ¢y = M ® 4 —. On pose
]/\4\:§®BM®AA\G‘G$:]/W\®A—,
STIM=8"'"BepM®sS 'Aet Silgo =S M Xs-14 —,
STM=8"'BosMo;S ' Aet S'o=8"Mag, ;.
C’est alors un jeu d’écriture fastidieux mais trivial de vérifier que le cube est commutatif a
isomorphisme pres.
Théoréme 4.4. Soit S la partie multiplicative S = N \ {0} et soient (A,ia, A,S) et
(B,ip, B,S) deux carrés de Milnor. Soit ¢ : Proj(A) — Proj(B) un foncteur additif.

Alors les foncteurs ¢, @, S™'yp et ST'@ de la proposition précédente fournissent une suite
exacte longue de Mayer-Vietoris de K-théorie de foncteurs:

Hr

e K (S718) — T Ko () —— K (87) % K(§) T K(8713) — T Ky () ——=

Démonstration. Soient Fy,, Fs-1,, F5 et Fg-15 les fibres homotopiques des applications
BQ(p), BQ(‘/S’\*lcp), BQ(®) et BQ(S™1®) construites & partir du cube ci-dessus.
Soient F et F les fibres homotopiques de F, — Fg-1, et de Fz — Fg-15. A partir des

Lp?
fibrations homotopiques de fibres F et F conduisent au diagramme a lignes exactes.

applications F, — F5 et Fs-1, — Fgs-15, on obtient une application j : F — F. Les

T (F) == Ko () —= K (ST 1) ——=mn(F) —= Kra(p) — -+

~

1 (F) — B (@) —= K (S7'3) —— 1 (F) — Kr—1(@) — -

14



Pour obtenir la suite exacte de Mayer-Vietoris proposée, montrons que j, est un isomor-
phisme pour tout r > 0. D’apres Quillen et Gersten (([Q], [G]), la fibre homotopique
de BQProj(A) — BQProj(S'A) a le type d’homotopie de I'espace classifiant BT}(A)
ot TL(A) est la catégorie des A-modules de S-torsion ayant une résolution de longueur
inférieure a 1 par des A-modules projectifs de type fini.

La fibre homotopique de BTL(A) — BTS(B) a le type d’homotopie de F et celle de
BT}S(A:) — BT}S(E) a le type/\d’homotopie de F. De plus les apglications BT}(A) —
BT%(A) et BTL(B) — BT}(B) induisent une application F — F qui est homotope &
I’application j.

Les suites exactes longues des fibrations homotopiques BT (A) — BTL(B) et BT}S(A\) —
BT}S(E) conduisent au diagramme commutatif a lignes exactes

wo ——= 1 (F) — mp11(BT5(A)) — 7141 (BT5(B)) ™ (F)
ljril iim-l A \Li/TJFlA ij:
> g1 (F) — > 1 (BT 5(A)) — mr41(BTS(B)) - (F)

Ori:A— Aet j: B — B sont des isomorphismes analytiques le long de §. D’apres

~

[K2], p. 400-402, on sait que dans ce cas, les foncteurs A ®4 — : TL(A) — T5(A) et
B®p — : TL(B) — T}S(E) sont des équivalences de catégories. Il en résulte que i, et i,
sont des isomorphismes pour tout 7 > 0. Par le lemme des cinq, on en déduit que j, est un
isomorphisme pour tout r > 0.

Ceci permet de définir le connectant de la suite exacte de Mayer-Vietoris de K-théorie de
foncteurs comme la composition des homomorphismes

1
~ Jr

Kr(S_la) — K, (F) 1 (F) —= K, —1(p) .

5. Cas des corps de nombres et du foncteur norme.

Soit F'/L une extension de corps de nombres, d’anneaux d’entiers A=0p, B=0Oyr. Le
morphisme d’anneaux i4 : A — A est un isomorphisme analytique le long de S = N\ {0}.
OnaS 'A=FetS'A=Ap.

Soit ¢ : Proj(A) — Proj(B) un foncteur additif. Pour harmoniser les notations, notons
$ip = D, Yr/L = S~y et OAp/AL = S71{ les foncteurs introduits en 4.3, c’est-a-dire :

-~ ~

Pa/B Proj(A) — Proj(B),
¢r/L : Proj(F) — Proj(L)
et YA /AL " Proj(Ar) — Proj(Arp).

La suite exacte longue de Mayer-Vietoris de K-théorie de foncteurs 4.4 s’écrit

o K1 (0a AL —2 Kolp) — Kolpr/n) X Ko(z,5) 2> Ko(pa,/a,)-
Convenons également des allegements de notations suivants.
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oK (A) =ker K, (A) — K,.(B), KT(A) = coker K,(A) — K,(B),
D1 (F) = Ker K, (F) — Ko(L), Ky (F)p = coker K, (F) — Ky (L),
oK (A) =ker K. (A) — K,.(B), K.(A)p = coker K,(A) — K,(B),

oK (Ap) =ker K. (Ap) — K, (AL), K,(A)p = coker K,(Ap) — K,(Ap),

Cette suite exacte de Mayer-Vietoris de K-théorie de foncteurs peut étre précisée, notam-
ment en degrés 0 et 1. Pour cela rappelons le résultat suivant, di a C. Soulé.

Théoréme 5.1. ([Sou]) Soit F' un corps de nombres d’anneaux d’entiers A. Alors pour
r > 0, Papplication K,(A) — K,.(F) est injective.

Ce résultat nous permet de découper la suite de Mayer-Vietoris en morceaux sous la forme
suivante.

Proposition 5.2. Soit F'/L une extension de corps de nombres, d’anneaux d’entiers A =
Op et B = 0p, . Soit ¢ : Proj(A) — Proj(B) un foncteur additif. Pour r > 0, on a la
suite exacte

A -~ T
1 —> oK1 (A) =5 UK, 1(F) X oKy (A) > oKri1 (Ar)

K, () = K (pry1) % Ki(o3/8) > Kr(0ap/aL)

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif suivant dans lequel les lignes et les
colonnes sont extraites des suites exactes de Mayer-Vietoris.

o Kry1(A)
¢/ A ¢/ (‘PF X‘PA)r+1 ¢
> Kr1(or/n)xKri1(eg) 5 Kpi1(F)x Kpg1(A) = Kpp1(L)x K1 (B)
oK1 (F)x o Kry1(A) Fr41
N (SQAF )r+1
~Krio(AL) ———— Krt1(Pap/ag) Kri1(Ap) ————> K, 1(AL)
T
9p o' 9 oKry1(Ap)
P

< Krq1(B) Kr(p) K. (A) K, (B)

j’r+1 T

K1 (L)X Kpyp1 (B) — Kr(op/L)xKr(e 3, 5)

Hr

Kr(pag)
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Pour r > 0, ’homomorphisme K,11(B) — K,y1(L) est injectif (Soulé). Par conséquent,
I’homomorphisme j,41 : K, (B) — K, (L) X KT(E) est également injectif et dg = 0. Par
chasse dans le diagramme, on construit un homomorphisme 0 : ,K,11(Ar) — K.(¢) de
méme image que &'. Soit 41 la restriction de iy 41 & o Kpq1(F) X o Krp1(A).

On a

ker 0 = 1,41 (ker 8') = NT+1(@KT+1(F) X wKrJrl(A\)) = goKrJrl(F) : npKrJrl(A\) =im (fr41)-

~

Notons A : (K 41(A) = o Kr1(F) X o Kp41(A) 'homomorphisme défini par A(z) = (z, 2),
en identifiant ,K,41(A) & un sous-groupe de K, 11(F) et de ,K,411(A). Il est clair que
ker p1y41 = im (A). Ceci acheve la démonstration.

La suite exacte de Mayer-Vietoris du foncteur norme.
Détaillons la suite exacte 5.2 pour le foncteur norme N 4,5 et pour r = 0.

Proposition 5.3. Soit F'/L une extension de corps de nombres, d’anneaux d’entiers A =
Or et B = Op,. Les groupes de K-théorie des foncteurs

Ng/p, : Proj(F) — Proj(L),

Nig: PI‘Oj(A\) — Proj(E) et

Na,/a, : Proj(Ar) — Proj(Ay) induits par le foncteur norme N4, p sont déterminés
ainsi

Ko(Np/p) = Ly,
Ko(N3,5) = (U)w,

Ko(Nap/a,) = L)y

Démonstration. Notons toujours N : F* — L* la norme. La suite exacte de Bass 2.2 du
foncteur N /7, montre immédiatement qu’on a Ko(Npg/r) = LY.

La suite exacte de Bass du foncteur N A/B s’écrit:

~

K1(A) > K1 (B) — Ko(N3,53) — Ko(A) —> Ko(B).

Daprés 1.1, K1(A) = Up et K(B) = Uy. Pour montrer la relation KO(NE/B) = (UL)n,

~ ~

il suffit de montrer que la norme N : Ky(A) — Ko(B) est injective. Mais d’apres 1.3,

Ko(f/l\) s’identifie au produit borné HS)EV( ) Ko(Ay). Ce dernier est un sous groupe de

~

[Tuev(r) Ko(Aw) = ZV ) De méme, Ko(B) est un sous-groupe de [Toevzy Ko(By) =
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ZV@L) | Dans le diagramme commutatif

-~

Ko(A) —+ Ko(B)

.

gv(F) N gy
les fleches verticales et la flecche N sont des injections. Il en résulte que la norme N = Nz /B
est également injective. On en déduit 1’égalité KU(NK/E) = (UL)N.

Pour montrer la derniere égalité Ko(Na,/a,) = (J1)y, on considere la suite exacte

Ki(AFp) N Ki(AL) — Ko(Na,/a,) — Ko(Ap) N Ko(Arpr).
Le calcul 1.3 et un raisonnement analogue a celui ci-dessus montre que la norme N :
Ko(Afp) — Ko(AL) est également injective. La formule Ko(Na,/a,) = (JL)y en résulte.

Pour décrire la suite exacte de Mayer-Vietoris 5.2 du foncteur N4, p, gardons les conven-
tions déja employées, ot on note indifféeremment N : X — Y la norme entre les groupes
correspondants. On a donc yX = ker N et Yy = cokerV.

Théoréme 5.4 (suite exacte des noyaux-conoyaux)
Soit F/L une extension de corps de nombres. On a une suite exacte

A

1 NA* NF* x nUp 2 NI

/

Ko(Na/p) —> L x (Up)y —2> (I)n L~ CUB)y — 1.

Démonstration. Le résultat 5.2 fournit la suite exacte jusqu’au terme (J1,) y. Pour 'exactitude
en (Jr)n et la surjectivité de @', on procede au délagage de la K-théorie algébrique ([B],
[K1], [Wa]). La suite exacte longue de Mayer-Vietoris de K-théorie des foncteurs se prolonge
aux entiers négatifs et débute par

HKO(NAF/AL) = (JL)N LKfl(NA/B) = CZ(B)N 4>K—1(NF/L) X K—I(NE/BS) = 04> cee

ce qui montre la surjectivité de &'.
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Corollaire 5.5. Soit F'/L une extension de corps de nombres.
a) Le groupe Ko(N 4/p) s’insére dans les deux suites exactes ci-dessous.

1 By —2= Ko(Na/B)

NI P =2 Ko(Ny/p) — Ly x (Ur)n

1

~nCI(A)

b) Posons « = pd et f =io. On a un isomorphisme de groupes

(5.5) coker a = ker u/im [

Décrivons les morphismes 0, i et p du diagramme 5.5 (les morphismes o et p ont été décrits
en 3.4).

Pour décrire 0 et i, on identifie Ko(N 4,p) avec le groupe Ko(N 4/p) du théoréme 3.4. Soit
z = (zw)wev(p) un élément de Jp, avec z, dans F}; de valuation r,, € Z. Soit p,, I'idéal
de la valuation w. Introduisons l'idéal fractionnaire I, de F' défini par I, = HweV( P prw.
La relation N(I.) = Iy(,) montre que si z appartient a yJp, alors N(I,) est un élément de
B*. On en déduit que [1p, I.] appartient a Ko(N 4,/ p) et que

d(z) = 1B, L,].

Soit [t,I] un élément de Ko(N,4/p). Posons [t] = t mod N(F*), donc [t] € Lj. Soit v
une place finie de L, d’uniformisante m, € L,. Notons r € Z la valuation de t € L, et
introduisons 'unité u,(t) = t7~" de B}. On pose [uy(t)] = u,(t) mod N(A), ol w est une
place de A au-dessus de v. Enfin [u(t)] désigne la famille ([u,(t)])yev(r)- On a alors

i(ft, 1) = ([, [w(®)))-
Pour ([t], [u]) dans Ly x (Ur)n, on a enfin

plft], [ul) = ([t/wo])vev(n)-

Remarque 5.6. (J. Berrick, M. Lim) Dans le diagramme ci-dessous, les lignes sont exactes
car extraites des suites de Mayer-Vietoris de K-théorie d’anneaux.

1—=B*——L*xU, —J, —=CI(B) —=1

R

l—=A*——>F* xUp —>Jp —> Cl(A) —= 1
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On note indifféremment ¢; les homomorphismes induits en K-théorie par les foncteurs ¢,

PF/Ly PA/B et Ya./a, sur le groupe Kj. En considérant ce diagramme comme un com-

plexe double de premier quadrant, la suite spectrale cohomologique associée a ce complexe
converge vers 0. Pour 0 < p < 3, on en déduit des isomorphismes

2 AU 2
By = Epiap-

Dans le cas du foncteur norme, c’est-a-dire si ¢ = N4, I'isomorphisme Eil > Eio est
'isomorphisme coker(a) = ker(u)/im(5) de 5.5.

Pour 7 > 1, compte tenu du théoreme de Soulé [Sou], un analogue du diagramme ci-dessus
est le suivant :

1— K,;(B) — K, (L) x K,(B) —= K,;(AL) —=1

ér T br T br

1— K, (A) — K,.(F) x K,(A) — K;(Ap) —1
Le méme raisonnement conduit a des isomorphimes EiQ = E§70 et E%l =0.

Cas des extensions galoisiennes.

Dans le cas d’une extension galoisienne de groupe de Galois G, on a des isomorphismes

Ko(Np/) = H(G, F*),

Ko(Nj,5) = H(G,Up)

et
Ko(Nap/a,) = HY(G,Jp).

La suite exacte 5.4 s’écrit donc ainsi :

75

1 NA* NF* x NUFR NJF

Ko(N /) —— HO(G, F*) x H(G,Up) —> H(G, I ) 2> CU(B)y — 1.

L’algebre homologique va nous permettre de pousser plus avant les calculs. Fixons pour
cela quelques notations.

Notons R R
ho : HY(G,F*) — H°(G,JF)
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et
jo: H(G,Up) — H*(G,I )
les morphismes de groupes induits par les inclusions canoniques F* — Jp et Up — Jp.

Pour (z,y) € H(G, F*) x H(G,Up), on a donc u(z,y) = ho(a)jo(y) .

Dans le paragraphe suivant, nous aurons besoin de la description précise du sous-groupe
im jo N im hg de H 9(@,Jr). Nous avons rassemblé dans la proposition 5.7 divers résultats
sans doute bien connus sur ce groupe. Pour la commodité du lecteur, nous en proposons
des démonstrations.

Proposition 5.7. Soit F'/L une extension galoisienne de corps de nombres, de groupe de
Galois G.
1) L’homomorphisme jy ci-dessus est injectif.

2) On a une suite exacte
1——=1im hg N im jo——=im jo — Gup.

3) Lorsque l'extension est cyclique, ’lhomomorphisme hy est injectif.

4) Lorsque l'extension est cyclique ramifiée de degré premier ¢, im hg N im jo est un F-
espace vectoriel de dimension t — 1, ot t est le nombre de places finies de L ramifiées dans
F.

Démonstration.

1) Injectivité de jo. Soient v une place de L et w une place de F' au-dessus de v. On pose
Gy = Gal(F,/L,). On désigne par V(L) ’ensemble des places finies de L et par R(F'/L)
I’ensemble des places finies de L ramifiées dans F.

Montrons en premier lieu qu’on a des isomorphismes de groupes

f—\IO(Gv UF) = 69UER(F/L)I?O(GW A*w)

et
HO(GaJF) = @vGV(L)HO(GUM FZZ)

On décompose le module galoisien Ur en produit direct de modules galoisiens

Up = H Ay

veV(L)
avec
A= I A
weV (F)wlv
d’ont

g Gup) = [] HG. 4.
veV(L)

Mais A} = Ind g” est un module induit et d’apres le lemme de Shapiro, on a

H(G, A;) = HO(Gy, Ay).
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Pour conclure, on remarque que H%(G,, A%) = B*/N(AZ) et que si v est non ramifiée dans
F, B = N(A%) (IN], V.1.2, p. 319). Pour v non ramifiée, on a ainsi H(G, A*) = 0. 11
reste donc R R

HO(G7UF) = EB1)672(F/L)I{0(Gv7 ATu)

Le calcul de H 9(G,JF) s’effectue de maniere analogue, par passage & la limite inductive
sur ’ensemble des places finies de L. Introduisons les modules galoisiens F;; = Hwh} Er et

Af = [l A%- Soit S un ensemble fini de places de L. On pose J2 =Tl,es i % [Togs 4%
de sorte que Jp = lirgl J3.

On a par conséquent fIO(G,JF) = liIglfIO(G,pr).
Or R R R
H(G,J}) = ®uesH(G, F}) x ®ugsHO(G, A}).

Par ailleurs, si v est une place de L non ramifiée dans F', on a vu que H %G, AL = 0.
L’ensemble des places ramifiées étant fini, on a R(F/L) C S pour S assez grand et dans ce
cas, on a

ﬁO(G’J%) = EBUES-?IO(Gz F:)v

d’ou N N
HY(G,Jp) = Byev ) H(G, F}).

L’emploi du lemme de Shapiro conduit & 'isomorphisme H 0(G, F¥) = H%(Gy, F3), ce qui
donne finalement

PIO(GvJF) = @UEV(L)ﬁO(Gwv qu)

Montrons a présent l'injectivité de ’homomorphisme jg. D’apres les calculs qui précedent,
il suffit de vérifier que pour toute place v de L et toute place w de F au-dessus de v,
I’homomorphisme

H(Gy, A3) — H(Gu, F)

est injectif. La suite exacte courte de valuation
1— A}, - F,—Z—0
conduit a la suite exacte
H Y (Gw,Z) — H(Gy, AL) — H(G,, F).

L’opération de G, sur Z étant triviale, le groupe H (G, Z) est un quotient du noyau de
la multiplication par #G., dans Z. Ce noyau est évidemment nul donc H (G, Z) = 0, ce
qui fournit I’injectivité recherchée.

2) Démonstration de la suite exacte

1——=1im hg N im jo ——=1im jo ——= Gg.
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Rappelons que dans ce texte, nous désignons par Jr le groupe des ideles aux places finies
du corps F. Notons J le groupe des ideles de F & toutes les places de F' (y compris les
places a l'infini). Soit r le nombre de places infinies de L ramifiées dans F. On a

H(G, ) = Cy x H(G,Ip).
Introduisons les applications

- HO(G, F*) — HY(G,J)

jo + HY(G,Up) — H*(G,J)
et

i HYG,Ir) — HYG,JT).

On aiohy = hj et iojy=j).
La suite exacte courte
1-F—Jp—Cr—1

fournit la suite exacte
-1 770 o M0 50 ! S0 170 71 *
HYG,Cp) — H°(G,F*)—H"(G,J},) — H°(G,Cp) —>= H*(G, F*).

D’apres le théoreme de Tate-Nakayama et la théorie globale du corps de classes, le cup-
produit fournit un isomorphisme H G, 0Fp) = H ~2(G,Z) et ce dernier groupe est égal &
H1(G,Z) = Gy = G/[G, G]. Par ailleurs, d’apres le théoreme 90 de Hilbert, H(G, F*) = 0.
On a donc la suite exacte

~ Ry ~
(G, F*) —> H(G,J},) > Gop — 1.
L’application composée
wo : H*(G,Ur) — H°(G,CF)
définie par g = sg o jj est donc a valeurs dans G, et de noyau isomorphe &
ker so Nim ji = im hg Nim j).
Mais im h{, = im hq et im j{ = im jo car i est injective, d’ou le résultat.
3) Injectivité de hg. C’est le principe de Hasse ([N-S-W], p. 375)
4) Détermination de im hg N im jo.

Posons ¢, = s, o j, avec R R
gr H(G,Ur) — H" (G, )

et
Sy ﬁ’"(G,J'F) — .FAIT(G,C’F)
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et donnons ’expression de @o. D’apres le lemme de Shapiro, on a les égalités
H*(G,Up) = Sper(ryn)H* (Gu, A})

et
f:IZ(Gv JIF) = EBvEV(L)I{2(Gw? FJ))?

ou pour toute place v de L , w est une place de F' au-dessus de v.

La théorie du corps de classes fournit des isomorphismes canoniques
H2(G,Cp) 2 1/#G Z/) Z

et
H*(Gw,F) 2 1/#Gy Z) Z.

Compte tenu de ces isomorphismes, I'application s est donnée par

s2((zo)vevir/n) = Yz

veV(F/L)

Dans cette égalité, ’expression EUEV( F/L) Zv & UD sens car lordre de G, divise 'ordre de
G.

D’autre part, la suite exacte courte de valuation conduit a I'injectivité de I’homomorphisme
H*(Gu, Ay) = H (G, Fy),
ce qui montre que js est injective. Par conséquent, ’homomorphisme o est donnée par

e2((20)ver(Fr) = D -
vER(F/L)

En particulier, ker o # fIQ(G,Z/IF).
Puisque G est cyclique, il existe v € H?(G, Z) tel que les homomorphismes verticaux v U —
du diagramme ci-dessous sont des isomorphismes.

(G, Up) =~ H°(G,Cp)

-] |-

H*(G,Ur) —57 H*(G, CF)
Par naturalité des cup produits, ce diagramme est comrnutatif./\ R
De ce diagramme et de ker o # H?(G,UF), on déduit ker g # H°(G,Ur). Mais H°(G, CF)

est isomorphe a GG qui est simple, car d’ordre premier. Par conséquent, g est surjectif et
on a la suite exacte
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Par ailleurs, d’apres 1) im jy est isomorphe a H 9(G,Ur). On a vu que ce dernier groupe
est isomorphe & @veR(F/L)ﬁ O(Gw, A%). Dapres [Se], corollaire 7 et sa remarque p. 95,
H 0(Gu, A) est cyclique d’ordre £ et donc im jo = C} est un F-espace vectoriel de dimen-
sion t. La suite exacte ci-dessus implique donc 1’égalité suivante :

dim g, (im by N im jo) =t — 1.

6. Quelques applications.

Nous supposons a présent et jusqu’a la fin de cet article que F'/L est une extension cyclique
de corps de nombres, d’anneaux d’entiers A = Op, B = Op. Rappelons que ICI(A)
désigne le sous-module de C1(A) engendré par les éléments de la forme (1 — g)a, a € CI(A)
et que

NCI(A) =ker N : CI(A) — CI(B).

Lemme 6.1. a) Avec les notations de 5.5, dans le cas d’une extension cyclique, on a un

isomorphisme de groupes
coker aw = NCI(A)/IcCI(A).

b) Pour une extension cyclique F//Q, coker « est isomorphe au groupe des co-invariants du
groupe des classes.

Démonstration. a) Désignons par g un générateur du groupe de Galois G. Soit z un élément

w)

de Jp. Désignons par I, l'idéal fractionnaire [],, pzj(z . Le morphisme de groupes

a:Jrp— CI(A)

défini par a(z) = [I.] est surjectif et satisfait la relation @(gz) = ga(z) pour tout g de G et
tout z de Jp.

La restriction o de @ a yJp est a valeurs dans yCI(A). Soit z € yJp. D’apres le théoreme
90 de Hilbert sous la forme H'(G,Jr) = 1, il existe un élément u de Jp tel que z =
(1 — g)u. On en déduit a(z) = (1 — g)[Ly] donc a(z) € IgCI(A). Ceci montre I'inclusion
ima C IGC’Z(A).

Soit (1 — g)[] un élément de IgCI(A). Par surjectivité de @, il existe u € Jp tel que
[I] = [I,). Posons z = (1 — g)u. On a z € yCI(A) et a(z) = (1 — g)[I]. Ceci montre
I'inclusion I¢CI(A) C im a.

b) Si L = Q, yCI(A) = CIl(A) et coker (o) = Cl(A)/IcCIl(A) = Cl(A)g.

Proposition 6.2. Si le groupe de Galois G est cyclique, les homomorphismes naturels
h:L*/B*N(F*) — J./B*N(JF)

et
j:UL/B*NUp) — J/B*N(JFp)

sont injectifs.

Démonstration. Considérons le diagramme suivant dans lequel les lignes sont exactes.
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1— B*/B* N N(Up) — H(G,Up) —% U/ B*NUr) — 1

3Ol joi lj
1— B*/B*NNJp) — 0%G,Ip) —>JI/B*NIp) —1
EOT hoT Th
| — B*/B* N N(F*) —= {(G, F*) —% L*/B*N(F*) — 1
Dans ce diagramme, les homomorphismes ho et Jo sont surjectifs. L’homomorphisme jo est
injectif et, grace au principe de Hasse, il en est de méme pour I’homomorphisme hy . En

appliquant le lemme du serpent aux deux premieres lignes, on démontre a la fois I'injectivité
de jo et celle de j. On raisonne de méme pour hg et h.

Rappelons sans démonstration un résultat banal.

Lemme 6.3.

Soient My et My deux sous-groupes d’un groupe abélien M et soit N un sous-groupe de
M N My. Alors on a un isomorphisme de groupes M; N My/N = M;/N N My /N.

Lemme 6.4. Avec les notations de 5.5 et 5.7, dans le cas d’une extension cyclique, on a
des isomorphismes de groupes

kerp = im hg N im j

et
kerp/im 8 = imh N im j.

Démonstration. En notation multiplicative, 'application
p: H(G,F*) x H(G,Ur) — H*(G,Ir)
de la suite exacte de Mayer-Vietoris est donnée par
(. y) = ho(x)js ' (y).
Son noyau ker i est donc isomorphe au produit fibré X xz Y avec X = ITIO(G,F ),
Y = HYG,Ur), Z = H°(G,Jr). L’extension F/L étant cyclique, on a vu que les ho-
momorphismes hg et jo sont injectifs. Par conséquent, ce produit fibré n’est autre que

im hg Nim jy. Ceci montre
ker = im hg N im jo.

Considérons le diagramme suivant
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}AIO(G, A¥) coker [y

HY(G,Up)

| |

HY(G,F*) ——~ H*(G,Jr)

— T

coker (p coker (hg o BF)

.

On a ker p = im hg Nim jp, d’ou

ker u/im = (im ho Nim jp)/im (hofSr) =

=im ho/im (hofBr) N im jo/im (hofBy) = im ANim j.

Remarque 6.5. On a coker fp = L*/B*N(F™*), coker By = U,/ B*N(UF) et coker hyof3 =
Jr/B*N(JF).

Les homomorphismes h et j étant injectifs, nous nous autoriserons a écrire im A Nim j sous
la forme

im hNim j = L*/B*N(F*) N Uy/B*N(Ur),
vu comme sous-groupe de Jp/B*N(Jp).

Théoréme 6.6. Soit F/L est une extension cyclique de corps de nombres d’anneaux
d’entiers A = Op, B = Of,. On désigne par IcCI(A) le sous-module de Cl(A) engendré par
les éléments de la forme (1 — g)a, a € Cl(A) et on pose NCI(A) =ker N : Cl(A) — CI(B).
On a alors un isomorphisme de groupes

(6.6.) NCl(A)/IG'Cl(A) 2 imh N im j.

En particulier, pour une extension F/Q cyclique, si on désigne par Cl(A)g le groupe des
co-invariants du groupe des classes de A et par Z* le produit Hp Z,, on a un isomorphisme
de groupes R

Cl(A)g = Q"JZ*N(F*) N Z*/Z"*NUr),

ce dernier étant vu comme sous-groupe de Jqo/Z*N(JF).
La démonstration résulte immédiatement de 5.5, 6.1 et 6.4.

Corollaire 6.7. Sous les hypothéses 6.6 et avec les notations de 5.7, on a une suite exacte

1—— B*/(B* N N(F*)) ——=im hg N im jo—— NCZ(A)/I@CZ(A) —1.
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Démonstration. Dans le diagramme de la démonstration 6.2, on vérifie par chasse dans le
diagramme que la restriction de p a im hg N im jg a pour image im A N im j et pour
noyau kerp = B*/(B* N N(F™*)). On a donc une suite exacte courte

1—B*/(B*NN(F*)) —im hg N im jo——=1im h N im j —0.

On conclut grace a 6.6.
De 6.7 et 5.7.4, nous déduisons immédiatement

Théoréme 6.8. Soit F'/L une extension cyclique de corps de nombres d’anneaux d’entiers
A = Op et B= Op. On suppose I'extension ramifiée, de degré premier { et de groupe de
Galois G. Désignons par t le nombre de places finies de L ramifiées dans F' et par ICI(A)
le sous-module de Cl(A) engendré par les éléments de la forme (1 — g)a, a € CI(A). Posons

NCI(A) :=ker N : CI(A) — CI(B).

Alors yCI(A)/IcCI(A) est un Fy-espace vectoriel de dimension inférieure ou égale a t — 1.
Exemple d’emploi de la suite exacte 6.7.

Montrons comment la suite exacte 6.7 permet de retrouver un résultat connu sur le ¢-rang
des extensions de degré premier ¢, mais de démonstration délicate.

Théoréme 6.9. Soit F//Q une extension cyclique de degré premier ¢, de groupe de Galois
G = Cy. Notons Cl(A)g le groupe des co-invariants du groupe des classes de F sous
Popération de son groupe de Galois. Soit t le nombre de diviseurs premiers du discriminant
du corps F.

Alors le ¢-rang du groupe des co-invariants du groupe des classes du corps F' est égal at—1
sauf si £ = 2, F quadratique réel et s’il existe un nombre premier p congru a 3 modulo 4 et
divisant le discriminant du corps F'.

Dans ce dernier cas, le 2-rang du groupe des co-invariants du groupe des classes du corps
Foestégalat—2.

Démonstration. Posons V = 1im hg N im jo et H = Z*/Z* N N(F*). D’apres 5.7.4, V
est un Fy-espace vectoriel de dimension ¢ — 1. D’apres 6.7, on a une suite exacte courte de
F-espaces vectoriels

1 H Vv Cl(A)g —1.

Sil>2ousil=2et —1€ N(F*), H={1}, V=ZCI(A)g et
disz CZ(A)G = diHlF/Z V=t—1

Rappelons que pour ¢ = 2, on a —1 ¢ N(F*) si et seulement F est réel et s'il existe un
premier congru a 3 modulo 4 ramifié dans F'.
Pour ¢ =2 et —1 ¢ N(F*), on a H =Z* donc dimg, Cl(A)g = dimp, V —1 =1t — 2.

Remarque 6.10. Le théoreme 6.9 a pour origine une formule des genres. On pourra
trouver des démonstrations classiques dans S. Lang [L], Chap. XIII, lemme 4.1 ou dans [H],
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Theorem 4, p. VIL.12. Pour ¢ = 2, on retrouve un résultat essentiellement di a Gauss et qui
s’énonce sous la forme suivante : soit A un discriminant fondamental de corps quadratique
et soit t = ¢t(A) le nombre de facteurs premiers de A. Le 2-rang du groupe des classes de
tout corps quadratique de discriminant A est égal a ¢t — 1, sauf si A > 0 et si A possede un
facteur premier congru & 3 modulo 4. Dans ce cas exceptionnel, le 2-rang du groupe des
classes est égal a t — 2.
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