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A G CIH d JLK,MON CFP,Q MOR P.HTSUQ NIRVR EXW(HTSOYZC G,[ H R]\ C [ H_^>C [a` CFb<Edc.CFS K�RT`beW,H [ HTb<EfC [gM QfE M bhP R E 2
+i5BC<E

Umn+1(A)/En+1(A) G C2EXW4C%QfC<E RT`kj P MONIRVK,j SlH [�[gR]m Q
RT` SOCFP,YTEfW n+1 j ^IE R CFSOC N CnP�EXH [go E [ HTP,Q `pRZ[fN HqE MOR P,Qn+sr ` n ≥ (d +2)/2 t4M Eub]H [g[gM CnQ�HP.HqE j,[ HTSkQgE [gj b<E j,[ C RT` Y [gRZj ^vHTQ K,M QXb Rn\ C [ C KvGVo_w HTP K C [yx HTSOSOCFPD+ir ` n = d ≥ 3 t.m CQfW R]m EXW.HqEsEXW M QsY [fRZj ^ M Q M Q RZNIRZ[ ^,W M biE R H2b R W RZNIR S R Y o Y [gRZj ^ Hd(A,Gd+1)

+kz�W M QC<{VEXCFP K Q�H�EfW,C RZ[ C N|RT`D}~RZ[ CFS t�m W R QXW R]m C K EfW.HqEsEfW,C�QXC<E Umd+1(A)/SLd+1(A) M Q
M P G4M � CFb<E MOR P m�M EfW Hd(A, Gd+1)/SLd+1(A)

+U�(C�HTSOQ R C<{0EfCFP K EfW M QkEfW,C RZ[ C N E R EXW,CbnHTQXC
d = 2

+
��Q M P,Y
EfW M Q tBm CIb RZN ^ j EfChEXW4C_Y [gRZj ^,Q Umd+1(A)/Ed+1(A) m W,CFP
A M Q�H [ CnHTSyHTSOYZC G,[ H m�M EXW�E [fM \0M HTS�bnHTP R P M bnHTS G4j P K SOC�HTP K Q j beW	EfW.HqE Spec(A) M Q
[ HqE MOR P,HTS�+k�(CyEfW,CFP
b RZN ^ j EfCyEfW,CyY [gRZj ^,Q Umd+1(A)/GLd+1(A) m W,CFP d M QiC \ CFP tEfW j Q RZG EXH M P M P,Y%H�b RZN ^,SOC<EfC K CnQfb [fM ^4E MOR P RT` QfEXH G S od`�[ CFC NIR0K,j SOCnQ RT`�[ HTP4� d R P9EfW,CFQXCHTSOYZC G,[ HTQ]+6�(CdHTSOQ R%K C K,j bFC `�[gRZN�RZj,[ b RZN ^ j EeHqE MOR P,QiEfW.HqE�EXW,C [ CdH [ C2P R QfEXH G S oI`p[ CFCP R P `�[ CFC NIRVK,j SOCFQ RT` E R ^ [ HTP4� Rn\ C [ EfW,C_HTSOYZC G4[ H M b [ C]HTSiQf^,W,C [ CnQ RT`�K,MON CFP,Q MOR P 3HTP K 7
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Umn(A)/En(A) µ¤�� ¶U��®_�·¡�¸U©����I¢]¡0¹D�U¡0�6��¡ µ¶U�º�9��¦§¬U���T©.�]�����k¢h�>­�¢]��¦§¡�����«U��¦§��¨p��´�²§´��q���U¬k¢ »
¶U������®°¬6�]¡0¨p��¦§�p�6©��]²	����¦§¬U�U�q©.�q�p��� ¼
¶U�O¤���®_�·¡�¸U©����I¢]¡0¹D�U¡0�6��¡ ¼
£6��³h«U¡~«U��¦§��¦§���]¬U«6��¢]¦

Umn+1(A)/En+1(A) → Hn(A,Gn+1) ½£6������³h«6¡�«U��¦§��¦§���]¬U«6��¢]¦ ½£6�O¤���³h«6¡v�V©�¢]¡
d ≥ 3 ¾£6� ¶U��³h«6¡v�V©�¢]¡
d = 2

���
µ �º�9��¦§¬U���T©.�]�����k¢¿­a���I�q¡0©>¨u .©>�q��¡��]��¡0¢ �4¶
µ �������9��¦§¬U���q©>�]�����·�>­ Hd(A,Gd+j)

�4¶
µ �O¤��)ÀB�q©>Á6¨p²�­a�]¡0¡�¦§�����U¨�¡0¢ �4»
»U��®I�TÂD�6�.ªI¨p¡4��´�¡0¦�¡0�D�q¢ �.¼
Ã ¡V­a¡V�q¡V�6�V¡0¢ �.¼

����Ä �i�iÅu��Æ�Ç�Èk�uÉa���
Ê ¡V�

A
Ák¡v©§�V��¦§¦(���T©.�q�p �¡
�U�B¡V�]«U¡0�]��©>� �]���U´�©>�k�

P,Q
Ás¡~�Fª9��¬U�q�>ËF¡4�Z�]�� �¡

A
±e¦§�����U¨�¡0¢

ªI«U���T«v©>�q¡%¢n�q©�ÁU¨p²���¢n��¦����]¬6«U����Ì0�X� ¡��
P⊕An ' Q⊕An

�y³h«U¡%¹D�U¡4¢F�q�p������¢��]��ÂB�U�.ªÍ���vªI«U���T«
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¢]� �q�6©.�q�p���6¢_�]«U��¢��p¦§¬U¨��p¡4¢

P ' Q
��®"�V¡V¨�¡VÁU�T©.�q¡0�·�q«U¡V���]¡0¦ ��­�
h©�¢q¢_©��6� À��T«k©>�B�U¡V¨y¢n�q©.�q¡0¢

�q«6©.�h�]«6��¢h��¢I©>¨�ª¿©,²�¢%�]«U¡��0©�¢]¡
�p­
P
��¢h��­��T©>�UÂ�¢n�]�q�����]¨�²�ÁU��´�´�¡0�¿�]«6©����q«U¡��~�]�U¨�¨�����¦§¡V�6¢]�p���

��­��]«U¡~�q�p�6´
A � ¢]¡V¡�� ¤UÌU³h«U¡V���]¡0¦ ¾ � ¶����Z�y�e­ A ��¢h©��	©>¨�´�¡0ÁU�T©v�. �¡0�9©��	©>¨�´�¡0ÁU�T©>���V©>¨�¨�²��V¨p�D¢n¡4�� ¡0¨���Ìd�]«6¡V� ÀB�6¢]¨p��� ¢]«U�.ª¿¡0� �q«6©.���]«6¡ �q¡0¢]�U¨p�§�0©>� Ák¡·¡�¸B�q¡V�6��¡4�|�q� ¬6�]��ËF¡0�Z�q�p �¡	¦§�����U¨�¡0¢

ªI«U�D¢n¡·�T©>�UÂ���¢�¡4¹D�6©>¨I�q�Í�]«U¡ ���p¦§¡0�6¢n����� ��­
�q«U¡!�]���U´ � �p�4»������ �<� ´�¡V�U¡0�q©�¨fÌ%�]«U��¢��q¡0¢]�U¨p���¢vªI�q���U´ ©�¢(¢]«U�.ªI� ÁB² �]«U¡	¡�¸U©>¦§¬U¨�¡���­I�]«U¡��q©>�6´�¡V�D��ÁU�U�6��¨�¡��. �¡V���q«U¡	©�¨p´�¡VÁU�T©>���§�q¡0©>¨
�Fª¿�>±<¢n¬6«U¡V�q¡��
®_¢�©I¢n¬s¡0�V��©�¨��V©�¢n¡y��­D�q«U¡%¹D�U¡4¢F�q�p����ÌV�q«U¡d¢n�q©>Á6¨p²_­a�]¡0¡d¦§�B�U�U¨p¡4¢iª¿¡V�q¡�¡V¸B�]¡V�k¢n�� �¡0¨p²�¢F�q�6����¡0�i�

Ê ¡��
d
��¡0�U�>�q¡v�]«6¡��~�q�U¨�¨�����¦§¡V�6¢]�p��� �>­

A
��
¿²�
¿©�¢]¢n±FÀ��T«6©>�B�U¡0¨�� ¢��0©>�6�V¡V¨�¨�©>�]�����·�]«6¡V���q¡V¦·Ì

�q«U¡�¢F�q�6��²���­�¢n�q©>Á6¨p²�­a�q¡V¡~¦§�����U¨�¡0¢h�q¡0���k��¡0¢9�q���q«U¡��V©�¢n¡
P ⊕A ' Ad+1 �dÀB�k�T« ¦§�����U¨�¡0¢�V���q�]¡4¢n¬s���6�	�q���U�U��¦§�����U¨�©>���]�.ª�¢_�>­d¨�¡V�U´��]«

d + 1
�_�<� ´�¡0�U¡V�T©>¨XÌ6¨�¡��

Umn+1(A)
��¡V�6�>�]¡

�q«U¡ ¢]¡�����­v�U�U��¦§�B�U�U¨�©����q�.ª�¢��>­v¨�¡V�6´>�]«
n + 1

� �
�6¡�¢n¡0¡0¢��]«6©>�
GLn+1(A)

©��Z�T¢����
�q«U¡§�]��´�«D�
�����q«U��¢�¢n¡V�0Ì�©>�k� ¢]� �U�D¡4¢�� �T¢�¢n�UÁ6´��q���U¬

En+1(A)
´�¡0�U¡V�T©.�q¡0�!ÁB² ¡0¨p¡0¦§¡V�D�q©��]²

¦�©.�q�]����¡4¢V�~�e�~��¢��U����«k©>�T�·�]�·¢n¡0¡(�q«6©.��©	�U�U��¦������6¨�©��
�q�.ª
(a1, . . . , an+1)

²D��¡V¨��U¢~©�­a�]¡0¡
¦§�����U¨�¡~� ­y©>�6�	���U¨�²��p­��p�I��¢¿�q«U¡ � �q¢n�h�]�.ª ��­�©�¦�©.�]�q�p¸��p�

GLn+1(A)
�d³h«U��¢h��Ák¢n¡0�] .©.�q�p���

¨�¡0���]�~�q«U¡�¢n�]�6��²��>­s�]«6¡�¢n¡V�q¢
Umn+1(A)/En+1(A)

©��6�
Umn+1(A)/GLn+1(A) � ªI«U���T«��¢v�q«U¡·¢]©�¦�¡	©�¢

Umn+1(A)/SLn+1(A)
���Í®_����¦§¬k���n�T©>�D��¢n�]¡0¬�ªh©�¢��q«U¡·����¢q���. �¡V�q²�ÁB²

¯d©�¢n¡0�q¢n�]¡0�p�·�q«6©.�
Um3(A)/E3(A)

ªh©�¢
�V©>�q�q²D���U´�©��k©.�]�6�q©�¨�¢n�]�q�6�Z�q�U�]¡(�>­%©>Ás¡V¨���©>� ´��]���U¬
�U�k��¡V�h¢n��¦§¡��V���6���p�]�����k¢%���

A � ��� ¾ ÌU³h«U¡0���q¡V¦ µ �O¤����Z�2³h«U¡4¢n¡������6���p�]�����6¢h©>�q¡�­a���9¡V¸U©>¦§¬U¨�¡¢q©.�q��¢ � ¡0��ªI«U¡V�
A
��¢¿�>­!�~�q�U¨�¨s����¦§¡V�6¢]�����

2
���<�k¢n¬U���q¡0��ÁB²§�]«6��¢h�V©�¢n¡�Ì�¯d©��	��¡0�"��©>¨�¨p¡0��¬U���

©�¢n�]�q�6�Z�q�U�q¡¿��­�©>Ás¡V¨���©���´��]���U¬����
Umn+1(A)/En+1(A) � �6�6��¡V�¿¢n��¦§¡I«D²B¬s�>�q«U¡0¢]��¢d��� A �ªI«U���T«·�������6�V����¡4¢IªI�p�]« �]«U¡�¬6�]¡0 D�����k¢h���U¡~ªI«U¡0�

n = 2
�d³h«U��¢�¢n�]�q�6�Z�q�U�]¡��V��¦§¡0¢h­a�q��¦ �]«U¡

­a��¨p¨��.ªI�p�6´���Á6¢n¡0�] .©>�]�����$#��e­
A = C(X)

��¢h�]«U¡��q���U´���­��V���D�]���U���k¢h�]¡4©>¨s­a�U�6���]�����6¢I��� ¢]��¦§¡
�U����¡

CW
±<����¦�¬6¨p¡V¸

X
Ì6�]«U¡0�·�]«U¡(¢]¡�����­2¦§©�¬6¢h­a�q��¦

X
�q�

Rd+1 \ {0}
�U¬·�]��«U��¦§�>�q��¬B²

��¢d�q«U¡~����«6��¦§�>�q��¬B²�´��]���U¬
πd(X)

�y¯d©>�	�U¡V�%�~©�¨p¨�¡V�	¢n«U�.ª¿¡0���q«6©.�¿�]«6¡
´��]���U¬�¨�©,ª ªh©�¢%�p�
¢]��¦§¡(¢]¡V�6¢]¡(©�¨p´�¡VÁU�T©>���>Ì��q«B�6¢_¨�¡0©������U´��]���]«U¡�´��q���U¬!¢n�]�q�6�Z�q�U�]¡(���

Umn+1(A)/En+1(A)­a���9©>�B²§�q¡0©�¢]���k©>ÁU¨�¡I�]���U´
A
�2³h«U¡�¬U�]��ÁU¨�¡V¦���¢9�U�.ª �q��©����]�6©�¨p¨�²§����¦§¬U�U�]¡
�]«U��¢%´��]���U¬�©��6�

�p�q¢I¹D�U���]��¡V�D�
Umn+1(A)/SLn+1(A)

�
�<��«6��¢��q¡0��¡0�D��¬U�q¡V¬6�]���D�&���4¤��eÌ$'!���q¡V¨y¢]«U�.ª9¡4�·�]«k©.���]«U¡�´��q���U¬

Umd+1(A)/SLd+1(A)«6©�¢9©�����«U��¦§��¨p��´����V©>¨k�p�D�q¡V�q¬U�]¡V�q©>�]������ªI«U¡0�
A
��¢h©

d
±e����¦§¡V�6¢]�����6©�¨u¢]¦§�B�>�]« ©>¨�´�¡0ÁU�q©v�. �¡V�

© � ¡V¨��
k
� �<�6��¡V¡4�iÌ%¨�¡��

KMW
d+1

Ák¡	�]«U¡·�U�6�q©�¦�� � ¡4�('!��¨p�U���n±*) �p�n��¢n«6¡0©.­F�|³h«6¡V� ©  �¡0�]²
¡4©�¢]²�����¦§¬U�U�q©.�q�p��� ¢]«U�.ª�¢9�]«k©.�

Hd(Ad+1 \ {0},KMW
d+1 ) = GW (k)

Ì��q«U¡,+��q�>�]«6¡V�6����¡0�TÂD±
) �p�n��´��q���U¬·�>­

k
��® �U�U��¦§�����U¨�©>�_�q�.ª

(a1, . . . , ad+1)
�V©��!Ák¡�¢n¡0¡V� ©�¢_©�¦§���q¬U«U��¢]¦

f :
Spec(A) → Ad+1 \{0}

©>�k�§���U¡_�0©>�������6¢]����¡0�d�q«U¡�¬U�U¨�¨sÁ6©��TÂ
f∗(〈1〉)

���
Hd(A,KMW

d+1 )
Ì

ªI«U¡0�]¡
〈1〉
��¡V�6�>�]¡4¢��]«U¡!�6�U� �����

GW (k)
� Ê ¡��

H(k)
Ás¡·�]«U¡

A1 ±e«U��¦����]��¬D² �V©.�q¡V´����q²��­h¢]¦§�D���]«
k
±<¢]�T«6¡V¦§¡0¢0�-�
�U¡��>­¿�]«6¡�¦�©>��� �q«U¡V���]¡0¦�¢~�p�.���4¤��¿¢F�q©>�]¡4¢~�]«6©>���]«U��¢v¦�©�¬ ����±

���k��¡0¢�©ÍÁU� ËF¡4�Z�q�p��� Ák¡V�Fª9¡0¡V�
HomH(k)(A,A

d+1 \ {0})
©��6�

Hd(A,KMW
d+1 )

�0/U�U�]�]«U¡0�n±
¦§���q¡�Ìs�q«U¡§�6©.�q�U�q©�¨2©��Z�q�p������­

GLd+1(A)
���

HomH(k)(Spec(A),Ad+1 \ {0})
´��p �¡0¢~©>�

©��Z�]�����Í���
Hd(A,KMW

d+1 )
Ì�ªI«6���T« �q¡0���k��¡0¢v�]��©��|©����]�����Í�>­

SLd+1(A)
� ³h«U¡ ¹D�U�>�q�p¡0���

Hd(A,KMW
d+1 )/SLd+1(A)

��¢��]«6¡V������Á6� ËF¡4�Z�]����� ªI� �q«|�q«U¡ ¢]¡��§�>­�¢F�T©>ÁU¨�² ­a�]¡0¡	¦§�����U¨�¡0¢
��­§�T©>�6Â

d
�º³h«B�6¢ �]«U¡ ©>Ás�. �¡Í¦�©>¬ ���6���6�V¡0¢ © ÁU� ËF¡0�Z�q�p���

Umd+1(A)/SLd+1(A) →
Hd(A,KMW

d+1 )/SLd+1(A)
�1/U����¢]��¦§¡��]¡4�T«U�U���V©�¨%�q¡0©�¢]���k¢VÌ2'!���q¡V¨9«6©�¢v�]��©�¢]¢]�U¦§¡��q«6©.�

d ≥ 3
�q� ¬U�q�. �¡��]«U��¢��q«U¡V���]¡0¦·�3�
Ák¢n¡0�] �¡§©�¨�¢]�·�]«k©.�(�p­I�]«U¡ � ¡V¨��

k
��¢(�>­��T«6©��q©��Z�]¡0�]��¢n�]���

���54u¡V�q¡V�D�I­a�]��¦
2
Ì��]«6¡(´��q���6¬

Hd(A,KMW
d+1 )

�����p�k������¡�ªI� �q«·�]«U¡(´��q���U¬
Hd(A,Gd+1)

©�¢
��¡ � �U¡4�����6� »6Ìs�9«6©>¬U�]¡V����7�� � ­a��¨p¨��.ªI���U´��]«U¡����]��´����6©>¨u����¡0©���­8���9���Z��
�U� � �T¢n�h´���©�¨i�p�	�]«U��¢I¬6©�¬k¡0�I��¢I�]«U¡~­a��¨p¨��.ªI�p�6´(�q«U¡V���]¡0¦ � ³h«U¡0���q¡V¦ £k� ¾ ��� �]«U¡~�q¡�¸B�:��#
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A - )
.0/214353#+76 k 8 .:9 ;<) ->= .�3@?BA:C�14)>D�/2CE3:D d FHGJI5KLK 3M/>)N+76�.:+ k CO/ K ) = ?,)QP>+ FR 6�)>DS+�6�)T14. K φ : Umd+1(A)/Ed+1(A) → Hd(A,Gd+1)
CO/U.#DSCO/>3#1V3 =WK 6!CO/21X?,3 =

d ≥ 3 F
³h«U��¢��]¡4¢n�U¨p�§��¢§¦§��¢n�§¬U�]��Á6©>Á6¨p² �]�q�U¡ � ­

d = 2
©>�6�|�]«U¡ � ¡0¨��

k
��¢��6�>�§¬k¡0�n­a¡4�Z��©>�6�

��­�©>�qÁU�p�]�T©>�q² �T«6©>�T©����]¡0�]��¢F�q����� �
�U� ¢F�q�q©>�]¡0´�² ��¢ �]«U¡|­a��¨�¨p�.ªI���U´ # /����q¢n� ª9¡ ¢]«U�.ª��q«6©.�
Umn+1(A)/En+1(A)

��¢��6�>�]«6�p�U´IÁ6�����]«6¡%¢n¡V���>­�¦§���q¬U«U��¢]¦§¢i­a�]��¦
Spec(A)

�]�
An+1\{0}�U¬(�]�
�6©>�� �¡9«U��¦§�>�q��¬B²���Y�¡0�]¡9ª9¡¿¢]©,²��]«k©.���Fª9�
¦����]¬6«U��¢]¦�¢

f, g : Spec(A) → An+1\{0}©��]¡9�6©>�� �¡0¨p²~«U��¦����]��¬U���%� ­6�]«U¡0�]¡¿¡�¸���¢F�T¢�©_¦§���q¬U«U��¢n¦
F : Spec(A[t]) → An+1\{0}

ªI«U�D¢n¡
¡0 ,©�¨p�k©.�]�����k¢����

0
©��6�

1
©>�q¡

f
©>�6�

g
�]¡4¢n¬s¡0���]�� �¡0¨p²���³h«U¡0��ª¿¡I¢n«U�.ª|�]«6©>���q«U¡V�q¡h��¢y©���¡V¸�©��Z�

¢]¡0¹D�U¡0�6��¡~�>­�¬k���p�D�q¡0�·¢n¡V�q¢

GLn(A)/En(A) // GLn+1(A)/En+1(A) // Umn+1(A)/En+1(A) // Umn+1(A)/GLn+1(A) // 0.

ªI«U���T« �q�U�]�k¢!�����!�q� Ák¡�©�� ¡V¸U©��Z��¢]¡0¹D�U¡0�6��¡Í��­�´��]���U¬6¢ �p� ¢]��¦§¡ ¢n�p�]�k©.�]�����k¢V��³h«U¡
�U¡V¸B�!¢n�]¡0¬ ��¢ �]� ¢]«U�.ª �q«6©.�!�q«U¡ ¢n¡V�

GLn(A)/En(A)
��¢·�U���]«U���U´ ¡V¨�¢n¡ �q«6©>� �]«U¡ ¢]¡��

HomH(k)(Spec(A), Sing•GLn)
� ­
n ≥ 3

��³h«U��¢~��¢~���U¡��>­9�]«U¡§�q¡0¢]�U¨ �T¢��>­ ���4¤��XÌ�Á6���vª9¡
¢]¬k¡0�6��¢]��¦§¡�¨��p�U¡4¢d�q�v¡�¸�¬U¨�©>�����p�9���	ÀB¡0���]������£k�y³h«6¡I�]«U¡0���q¡V¦���¢9©>����ÁD B�����6¢9�����6¢n¡4¹D�U¡V�6�V¡
��­��]«6��¢h­g©��Z�4�
�
�U�¿�U¡�¸B�¿�]¡4¢n�U¨p�9¡V¸B�]¡V�k�U¢9�]«U¡_�]«U¡0���q¡V¦��>­ '!���]¡0¨6�q�v�q«U¡��0©�¢]¡

d = 2 � ³h«6¡V���q¡V¦�£k�p�����Z�
�
���! �"#�!$&%0'*)>+

A - )Z.�/214353#+76 k 8 .#9 ;[) ->= .\3@?]A:C�14)>D�/2CE3#D
2 F R 6�)�6�3:143:143 =WK 6�CO/Q1 φC�D�A I PQ)2/
.#DTCO/>3#1V3 =WK 6�CO/21

φ : Um3(A)/SL3(A) ' H2(A,G3)/SL3(A).
³h«U¡�����¡4© �]� ¬U�q�. �¡��q«U��¢(�]¡4¢n�6¨ �v��¢��q�!�6¢n¡	©·�]¡4¢n�U¨p�v�>­ 
¿«6©>�Fª¿©���¡VÂ.©>��©��6�|ÀB�q����«k©>�T©>�

�q¡V¨�©.�q�p�U´
Um3(A)/SL3(A)

ªI�p�]«��]«U¡_^d�6¨p¡0�d��¨�©�¢q¢�´��]���U¬
E(A)

©>�6�(�]«6¡¿ª¿¡0©�ÂN^d�U¨�¡V�2��¨�©�¢q¢
´��]���U¬

E0(A) � ¢]¡V¡ � ¶������a`_©�¦�¡0¨p²�Ì��]«6¡V�q¡���¢�©��	¡V¸�©��Z��¢]¡0¹D�U¡V�k��¡

0 // Um3(A)/SL3(A)
ψ

// E(A) // E0(A) // 0.) ¡ �]«U¡0� �6¢]¡	�]«U¡ ­g©����§�]«6©>�§�p­
A
��¢��>­
�q¡V´��U¨�©>���>­
����¦§¡V�6¢]�����

2
�]«6¡V�

E(A)
�V�����6������¡

ªI�p�]« �]«U¡	�9«6�.ªh± ) �p�n�~´��q���U¬
C̃H

2
(A)

©��6�
E0(A)

��¢¿ËF�k¢F���q«U¡��9«U�.ª ´��q���6¬
CH2(A)

�
® �V��¦§¬6©>�q��¢n�����>­y¡�¸U©�����¢n¡4¹��6¡V�6�V¡0¢¿�]«6¡V�·²B�p¡0¨��U¢¿�q«U¡��q¡0¢]�U¨ �4�
`�¡V¸B��ª¿¡�����¦§¬U�U�]¡��q«U¡�´��]���U¬

Hd(A,Gd+1)
ªI«U¡V�q¡

A
��¢(©!�q¡0©�¨%©>¨�´�¡0ÁU�q©·¢q©.�q��¢n­a²B�p�U´

¢]��¦§¡~¡�¸B�]�T©������k��� �q�p���6¢ #
�
���! �"#�!$&%H'*),+

A - )N.b/214353#+76 R 8 .:9 ;[) ->= .V3c?BA#C�1V)>D�/2CE3#D d d C�+76�+ = C�e�CE.:9�PQ.:DJ3#D	CEPQ.#9 -,I D 8A!9�) FHG	I5K<K 3#/>)
+76�.:+ X = Spec(A)
CO/ = .#+WCE3#D�.#9 F R 6�),D

Hd(X,Gd+j) ' Hd(X, Id+j) '
⊕

C∈C

Z

d 6�) = ) C
CO/�+76�)]/>),+
3@?fPQ3:1 K .LP>+bPQ3#D	DJ)QP,+g)QA
Ph3:1 K 3#D�),D	+E/f3c? X(R) i ),D�AL3 d )hA d C�+76j+76�)

k I P>9lCEA:CE.#DU+m3 K 3:9n3o;LpQq F
) ¡ ©�¨�¢]� ¢]«U�.ª��]«k©.�§ªI«U¡V�

A
��¢�¡V �¡0��±<���p¦§¡0�6¢n�����k©>¨XÌy�]«U¡0�

GLd+1
©����q¢��]�q�� D��©>¨�¨�² ���

Hd(A,Gd+1)
©>�k�§ª9¡��0©>������¦�¬6¨p¡V�]¡V¨�²��V��¦§¬U���q¡I�]«6¡_¢n¡V�%�>­i¢n�q©>Á6¨p²(­a�]¡0¡I¦������6¨p¡4¢d�>­u�T©>�UÂ

d
��� �]«6©>�_�V©�¢]¡��
�
���! �"#�!$&%r's)>+

A - )N.b/Q1V353#+76 R 8 .:9 ;<) ->= .V3c?B),e#)>DZA:C�14)>D�/2CE3:D d d C�+�6�+ = C�e�CE.:9�Ph.:DJ3:D�CEPQ.#9
->I DJA!9�) FtGJI5KLK 3M/>)t+76�.#+ X = Spec(A)

CO/ = .#+WCE3#D�.#9 F R 6�),D4+76�)u/>)>+�3@?a/2+g. - 9lp*? = )h)t1V35A I 9n),/t3c?



� �������	��
��

= .:D�� d CO/BCO/>3#1V3 =WK 6!CEP�+m3 ⊕

C∈C

Z � d 6�) = ) C CO/ +�6�) />),+t3c?NPQ3#1 K .<P,+uPQ3:D�DJ)QP>+m)QAVPQ3#1 K 3#DJ)>D�+ /
3@?
X(R) i )>DJA<3 d )QA d C�+76f+76�) k I P>9lCEA#CE.:DT+g3 K 3#9�3o;LpQq F
�<� ���U�Í����¦�¡0�6¢]�p����Ì��q«U���U´�¢v©��]¡§¦§���q¡�����¦§¬U¨p���V©>�]¡4�i���e­

S3 ©>�k� S7 ��¡V�6�>�]¡§�q«U¡��q¡0©>¨©�¨p´�¡VÁU�T©>���I¢n¬6«U¡V�q¡0¢9�>­��U�p¦§¡V�k¢n�����
3
©>�k�

7
ÌBª9¡�¢n«6�.ª �]«6©>�h©�¨p¨k�]«U¡~¢n�q©>Á6¨p²�­a�q¡V¡�¦������6¨p¡4¢9��­

�q��¬ �q©��UÂ����	�]«6¡0¢]¡v¢n¬U«6¡V�q¡0¢h©>�q¡�­a�]¡0¡��
���p�����  ��	�	���	
��  
���L% ³h«U�q���U´�«U���U�9�q«U¡�©>�]�]����¨�¡�Ì

k
ªI��¨�¨iÁk¡v©�����¦�¦����q©>�]�� �¡ � ¡V¨�����­��T«6©��n±

©��Z�]¡0�]��¢n�]�����U� 4u¡V�q¡V�D�h­a�]��¦
2
�d®�¨�¨

k
±e©�¨p´�¡VÁU�T©�¢¿©>�q¡�����¦�¦����q©>�]�� �¡�©>�k�	¡4¢]¢]¡V�D�q��©�¨p¨�²��>­ � �U�p�]¡

�F²B¬s¡��. �¡V�
k
�v�e­

A
��¢~¢]�6�T« ©�� ©>¨�´�¡0ÁU�T©�©>�k�

p
��¢~©>�B²!¬U�q�p¦§¡����U¡0©>¨y���

A
Ì�ª9¡§��¡V�6�>�]¡�ÁB²

κ(p)
�q«U¡��q¡0¢]���U�U¡ � ¡V¨��§���

p
���e­

p
��¢2�>­i«U¡0�p´�«D�

n
Ì�ª¿¡_��¡V�6�>�]¡IÁB²

ωp

�]«6¡
κ(p)

±e �¡4�Z�]���d¢n¬k©���¡
ExtnAp

(κ(p), Ap) � ªI«U���T« ��¢��>­�����¦�¡0�6¢]�p��� 1
� ­I�q«U¡��q�p�6´ ��¢(�]¡0´��U¨�©>�9�Z��) «U¡0�|ª¿¡�ªI�]�p�]¡

W (κ(p))
ÌDª¿¡_©>¨�ª¿©,²�¢2¦§¡4©>�§�]«6¡ ) �p�n�9´��]���U¬§�>­

κ(p)
±X �¡0���]���d¢]¬6©���¡0¢%¡V�6�U�.ª9¡4��ªI�p�]«	¢n²B¦�±

¦§¡��q�]������¢]��¦§���q¬U«U��¢]¦§¢�­a�����]«6¡����k©>¨�� �F²
Homκ(p)( � , ωp)

�(³h«U¡ ) �p�n��´��q���6¬
W (κ(p))

��¢
©(¦������6¨p¡~�. �¡0�d�q«U¡���¨�©�¢q¢n���V©�¨ ) �p�n�I�q�p�U´��>­

κ(p)
�y�e­

〈α〉
��¡0�U�>�q¡0¢9�]«U¡��V¨�©�¢]¢9�>­

α ∈ κ(p)×���·�]«U¡���¨�©�¢q¢n���V©�¨	) � �]�_´��q���U¬�Ì6©>�6�
ξ
��¢_©>�B²	¡V¨�¡V¦§¡V�D�_��­

W (κ(p))
Ìsª¿¡v��¡V�U���]¡vÁB²

〈α〉 · ξ�q«U¡�¬U�q�B�U�6�Z�I�>­
〈α〉

©>�6�
ξ
�

¤���� ��É��
��Æ�Ç�����Å Åu����������Æ ����É�������� �������"!UÉL�6�§�"#$��� !k�
¤U�p��� �&%N �"'��
)(*
*+�,u�-
����! �"#�!$&% Ê ¡��

A
Ák¡�©

k
±e©�¨p´�¡VÁU�T©UÌsªI«U¡V�q¡

k
��¢�© � ¡V¨��i�&/6����©>�B²

m,n ∈ N
¢]�6�T« �]«6©>�

m ≤ n
ÌU¨p¡V�

Umm,n(A)
Ák¡~�q«U¡(¢]¡����>­2¢]�U�gËF¡4�Z�q�p �¡�«6��¦§��¦§���q¬U«U��¢]¦§¢

An → Am
� Ê ¡��

En(A)
Ák¡��q«U¡�¢]�UÁU´��]���U¬Í�>­

SLn(A)
´�¡V�U¡0�q©>�]¡0� ÁB² �q«U¡�¡0¨p¡0¦§¡V�D�q©��]²

¦�©.�q�]����¡4¢V� ³h«U��¢�´��]���U¬ ©����q¢ � ��� �q«U¡��q�p´�«D�:�§��� Umm,n(A)
©��6� ª9¡ ��¡V�U���]¡!�q«U¡�¢]¡��

��­(���qÁU�p�q¢	ÁD²
Umm,n(A)/En(A)

� �<� ¬6©>�]�]�����U¨�©>�4Ì_ªI«6¡V�
m = 1

ª9¡ ´�¡V�	�q«U¡ ¢]¡��!��­
�U�6�p¦§�����U¨�©>�~�q�.ª�¢_�U�k��¡V�~¡V¨�¡V¦§¡0���T©>�q²·�]�T©>�6¢n­a���q¦�©.�q�p���6¢VÌi©��6� ªI«U¡0�

m = n
ª9¡§´�¡����]«U¡

¢]¡��
GLn(A)/En(A)

ÌkªI«U���T«	��¢I©§´��q���U¬	ªI«U¡V�
n ≥ 3

�
/U����©��B²

m,n
©�¢�©>Ás�. �¡�Ìi��¡0�U�>�q¡(ÁB²

V (m,n)
�q«U¡�����¡4©>¨y�>­

Amn � ¢n¡0¡V� ©�¢_�]«U¡�¢]¡��~�>­
m × n

¦�©.�]�q����¡0¢:�~´�¡V�U¡0�q©>�]¡0�ÍÁB² �]«6¡
m × m

¦§���U���T¢V�/._¡0�U�>�q¡�ÁB²
D(m,n)

�]«U¡	��¬s¡V�
¢]�UÁ6¢q�T«U¡V¦§¡

Amn \V (m,n)
�>­

Amn
�y�<��¬6©��n�q���V�U¨�©��0Ì

D(1, n) = An \ {0}
©>�6�

D(n, n) =
GLn(k)

�
Ê ¡V�

X,Y
Ák¡_�Fª9�v¢q�T«U¡0¦�¡4¢2�. �¡0�

k
�2) ¡
¢]©,²(�]«6©>�%�Fª¿��«U��¦§��¦§���]¬U«6��¢]¦�¢

f, g : X → Y©��]¡!�6©��p �¡V¨�² «6��¦§�>�q��¬U���·� ­��q«U¡V�q¡�¡V¸���¢n�q¢	© ¦§���q¬U«U��¢n¦
F : X × A1 → Y

¢n�6�T« �q«6©.�
F (0) = f

©��6�
F (1) = g

ªI«U¡V�q¡
F (i)

��¡V�6�>�]¡4¢��]«U¡!¡0 .©>¨��6©.�q�p��� ���
i = 0, 1

� 
¿¡0�p�U´
�6©��p �¡V¨�² «U��¦����]��¬U������¢�©>�Í¡0¹D�U�� .©>¨�¡V�6�V¡§�]¡0¨�©>�]�����Í©>�6� ª¿¡§�U¡V�U���]¡�ÁB²

HomA1(X,Y )
�]«U¡

¢]¡��I�>­y¡0¹D�U�� .©>¨�¡V�6�V¡���¨�©�¢q¢n¡4¢9��­�¦§���]¬U«6��¢]¦ ­a�q��¦
X
�]�
Y
�2�e­

X = Spec(A)
Ì6�q¡V¦�©>�qÂ§�]«k©.�

Hom(X,D(m,n)) = Umm,n(A)
©��6��ª¿¡~�V©>� ����¡V�D�]�p­a²��q«U¡~�6©>�� �¡�«U��¦§���]��¬B²��V¨�©�¢]¢]¡0¢¿©�¢

­a��¨p¨��.ª�¢�#
�
���! �"#�!$10�%32J%B'*),+

A - )0. = )m; I 9n. = k 8 .:9 ;<) ->= .�.:DJA X = Spec(A) F R 6�)>D

HomA1(X,D(m,n)) = Umm,n(A)/En(A)?,3 = .#D�p m,n F
4 = 3�3@? F /����q¢n���]¡0¦�©>�qÂI�]«6©>��©>�B²_¡0¨p¡0¦§¡V�D�q©��]²�¦�©>�]�q� ¸���¢i�k©>�� �¡V¨�²_«6��¦§�>�q��¬U�����]�I�q«U¡2���U¡V�D�]�p�F²��Ê ¡��

L
©��6�

L′ Ás¡v�Fª¿��¡V¨�¡V¦§¡0���T¢I�>­ Umm,n(A)
��ÀB�U¬U¬s��¢]¡��]«k©.���q«U¡V�q¡v��¢�©>�!¡0¨p¡0¦�¡0�D�

M���
Umm,n(A[t])

¢]�6�T«��q«6©.�
M(0) = L

©>�k�
M(1) = L′ �9�9���6¢n����¡0�9�q«U¡�¡�¸U©��Z��¢n¡4¹D�U¡V�6�V¡

0 // P // A[t]n
M

// A[t]m // 0



�����%
�� 
��%���	�!�
���
���	����� ��
�� ���	��������������� � �������	��� �

ªI«U¡0�]¡
P
��¢��]«U¡ Â�¡0�]�6¡V¨_��­

M
� Ã ¡0¦§©��]Â �]«k©.�

P
��¢	¬U�]��ËF¡0���]�� �¡�Ì�©��6� �q«U¡V�q¡�­a���]¡ �p�·��¢

¡V¸D�q¡V�6�U¡0�Í­a�q��¦
A
ÁB².� ¾ �eÌ2�f� ¡�� P = P (0)[t]

�6
9�U�
P (0)

��¢��U¡ � �U¡4� ÁB² �]«U¡	­a��¨�¨p�.ªI���U´
¢]¡0¹D�U¡0�6��¡

0 // P (0) // An
L

// Am // 0.
�9��¦�¬k©>�q�p�U´��]«6¡~�Fª9� � ¢]¬U¨�� �9�h¡�¸U©�����¢n¡4¹��6¡V�6�V¡0¢

0 // P (0)[t] // A[t]n
M

//

ψ

��
�

�

�

A[t]m // 0

0 // P (0)[t] // A[t]n
L

// A[t]m // 0,
ª¿¡�¢]¡V¡��]«6©>�
�q«U¡V�q¡�¡�¸���¢n�q¢�©>� ©>���q��¦§���q¬U«U��¢]¦

ψ
�>­
A[t]n

¢n�6�T« �]«6©>�
�q«U¡�����©�´��T©>¦ ����¦�±
¦����]¡4¢V� Ã ¡0¦§©��]Â��]«k©.�

ψ(0) = Id
� 
¿² �O¤ 7��XÌ

ψ ∈ En(A[t])
� ^d .©>¨��6©.�q�p�U´�©.�

t = 1
Ì�ª¿¡_´�¡��

L′ = Lψ(1)
�d³h«B�6¢¿�]«U¡��q¡0¢]�U¨p�I��¢I¬6�]�. �¡0�i�

�

¤U� ¤U� �
������"# �� , � 
�"���� 
��s"#�  ��
Umn(A)/En(A)

% ³h«6¡ �U�U�� �¡V�T¢q©>¨~ª9¡4©>Â ' ¡V�U�U��Â�¡
¢]²B¦(Ás��¨¿��� �q«U¡ ¢]¡��

Umn(A)/En(A)
��¢(�q«U¡	­a�]¡0¡�´��q���6¬

WMSn(A)
ªI�p�]« ´�¡0�U¡V�T©.�q���T¢

wms(v)
­a����©>¨�¨

v ∈ Umn(A)
©>�6�	�q¡V¨�©.�]�����k¢

� � � wms(v) = wms(vg)
­a����©>�B²

g ∈ En(A)
�

� ��� � �e­ (q, v2, . . . , vn) ©>�6� (1+q, v2, . . . , vn)
©>�q¡%�U�U��¦§�����U¨�©>�y©>�6�

r(q+1) = q
¦§�����U¨��

(v2, . . . , vn)
Ì��]«U¡0�

wms(q, v2, . . . , vn) = wms(r, v2, . . . , vn)wms(1 + q, v2, . . . , vn).
¿²	�U¡ � �U�p�]������Ì6�q«U¡V�q¡v��¢�©�¦�©>¬
wms : Umn(A)/En(A) → WMSn(A)

�I�<� �p�.¼DÌk³h«U¡0�>±
�q¡V¦ £6�����eÌ6�p�
��¢�¬U�q�. �¡0�	�q«6©.�_�]«U��¢_¦�©�¬!��¢
©§ÁU� ËF¡4�Z�q�p��� �U�6��¡0�
�V¡V�]�q©>��� �����6���p�]�����6¢0�h�<�·�]«U¡
¢q©>¦§¡I¬6©�¬k¡0�0Ì�� �%��¢%¢]«U�.ªI���]«k©.�

WMSn(A)
��¢%©�Ák¡0¨p��©>�§���§�]«6©>�9�V©�¢n¡ � �p�.¼DÌD³h«6¡V���q¡V¦�¶U� »����Z�) ¡v�����6��¡V�k¢n¡
�]«U¡4¢n¡�����­a���]¦�©.�q�p���6¢h�����q«U¡��U¡�¸B���q¡0¢]�U¨p� #

�
���! �"#�!$ 0�% 0�%b'*),+
A - )�. = )m; I 9�. = k 8 .#9 ;[) -,= .U3c? A:C�14)>D�/2CE3:D d ≥ 2 F R 6�)>D +76�)�1V. K

wms : Umn(A)/En(A) → WMSn(A)
CO/0. - C 	>)hP>+WCE3#DV?,3 = .#D	p n ≥ (d + 4)/2 F�
 3 = ) 83:eM) = � WMSn(A)

CO/�.#D
. - )>9lCE.#DZ; = 3 I5K�F
4 = 3�3@? F ÀB¡0¡ �p� ½ Ì6³h«U¡0���q¡V¦ ¶6� ¶ �X�

�

¤U� ¶6� � � �
����� 
 �5�����*�����L�J% /6���
n ≥ 1

�9���6¢]���U¡V���q«U¡(¦§���]¬U«6��¢]¦ �>­%©>¨�´�¡0ÁU�T©>���~´��q���U¬6¢

GLn → GLn+1
¢]¡V�6�U�p�U´ © ¦�©.�q�]�p¸

M
�q� �q«U¡�¦�©.�q�]�p¸ (

1 0
0 M

) �Í�9���6¢n����¡0��©>¨�¢]�!�]«U¡
¦§���q¬U«U��¢]¦

GLn+1 → An+1\{0}
¢n¡0�6�����U´�©�¦�©.�q�]�p¸v�q�
�p�q¢ � �q¢n���q�.ª�� ) ¡I´�¡V�y©~¢]¡0¹D�U¡0�6��¡

GLn // GLn+1
// An+1 \ {0}.

�e­
A
��¢�©

k
±<©>¨�´�¡0ÁU�T©UÌ�ª¿¡v´�¡V�
©�¢n¡4¹D�U¡V�6�V¡v�>­2¬s�����D�]¡0�!¢]¡��T¢ � ªI«U¡V�q¡ Umn+1(A)/En+1(A)��¢h¬k���p�D�q¡0� ÁB²

[1, 0, . . . , 0]
�

GLn(A)/En(A) // GLn+1/En+1(A) // Umn+1(A)/En+1(A)
ªI«U���T«!��¢��q«U¡�¢]¡0¹D�U¡0�6��¡v��­d¦�©>¬6¢_�U¬ �q��«U��¦§���]��¬B² ��Á��T©>���U¡0� ­a�q��¦ �q«U¡�©�Ák�. �¡v¢n¡4¹��6¡V�6�V¡
� � ­ A ��¢h�q¡V´��U¨�©>�9�Z�
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 �E �� 0�%��s%0's)>+

A - )f. = )m; I 9n. = k 8 .#9 ;<) -,= .U3@?�A:C�14)>D�/2CE3#D d F�� 3 = n ≥ 2 �
+�6�)

/>)�� I )>DJPQ)b3c? K 3#C�D�+g)QAV/>)>+E/

GLn(A)/En(A) // GLn+1/En+1(A) // Umn+1(A)/En+1(A)

CO/�)	�[.<P,+ F�
 ?B1V3 = )Q3#e#) = n = d
.:DJA

d ≥ 3 �
+76�)>D�C�+uCO/�.#DU)	�!.LP>+ />)�� I ),D�Ph)b3c?H; = 3 I5K / F

4 = 3�3@? F ) ¡ � �T¢F�I¬U�q�. �¡
�]«U¡ � �q¢n��©�¢q¢n¡0�n�q�p�����yÀ��p�6�V¡~�]«U¡v�V��¦§¬s��¢]� �q�p���

GLn // GLn+1
// An+1 \ {0}

¢]¡V�6�Í© ¦�©.�q�]�p¸��q�·�]«U¡�����¢n�]���U´��U��¢]«U¡0� ¬s�������v��­
An+1 \ {0}

Ìi�q«U¡V�Í�q«U¡�¢]¡0¹D�U¡V�k��¡�©>Ás�. �¡
��¢(© �V��¦§¬U¨�¡�¸i� Ê ¡��

M ∈ GLn+1(A)
Ás¡	¢]�6�T« �q«6©.�(�]«U¡0�]¡	¡�¸���¢n�q¢

E ∈ En+1(A)
ªI�p�]«

ME =

(
1 0
∗ M ′

) ­a����¢]��¦§¡
M ′ ∈ GLn(A)

��³h«U¡0�]¡���¢v©�¦�©>�]�q� ¸
F ∈ En+1(A)

¢n�k�T«

�q«6©.�
FME =

(
1 0
0 M ′

) �\`_�.ª
M−1FM

��¢��p�
En+1(A)

¢]�p�k��¡ � �§��¢�«U��¦§�>�]��¬U�����]�
����¡V�D�q� �F² � �6¢]¡ � ¤ 7��¿©�´�©��p� ����³h«U¡V�q¡�­a���]¡ M(M−1FM)E

�V��¦§¡0¢�­a�q��¦
GLn(A)

©��6� �]«U¡
¢]¡0¹D�U¡0�6��¡~��¢h¡�¸U©����0�
�e­
n = d

©>�6�
d ≥ 3

�]«U¡��q¡V�q¦§¢~��� �]«U¡�¢]¡0¹D�U¡0�6��¡�©��]¡�´��q���U¬k¢V� '!���q¡V�. �¡V�4Ìs�]«U¡�¦�©>¬
GLn+1(A)/En+1(A) → Umn+1(A)/En+1(A)

��¢I©�«U��¦§��¦§���]¬U«6��¢]¦��>­�´��]���U¬6¢¿ÁB² �p�.¼DÌ
³h«U¡0���q¡V¦ µ � ¶ � �����*�e�

�

`��.ª �]«6¡ ����Â�¡V�q�U¡V¨I��­
�q«U¡ ¦�©>¬
GLn+1(A)/En+1(A) → Umn+1(A)/En+1(A)

��¢
ËF�6¢n�

Umn+1(A)/GLn+1(A)
ªI«U���T« ��¢v�]«U¡�¢]¡����>­I��¢]��¦§���]¬U«6��¢]¦��V¨�©�¢]¢]¡0¢���­�¢F�T©>ÁU¨�²�­a�q¡V¡

¦§�����U¨�¡0¢~��­%�q©��UÂ
n
�. �¡V�

A
��³h«U¡�­a��¨�¨p�.ªI���U´ �]¡4¢n�6¨ �~��¢�©�� ��ÁB D�����k¢
�V���6¢]¡0¹D�U¡0�6��¡��>­9�]«U¡

©�Ák�. �¡
¬U�q��¬s��¢]�p�]������ÌBÁU����ª¿¡v¢n�q©.�q¡~� �I­a���h­a�U�n�q«U¡V�I�q¡�­a¡0�]¡0�6��¡��
�
���! �"#�!$10�%
�*%B'*),+

A - )0. = )m; I 9n. = k 8 .:9 ;<) ->= .�3@?
A#C�1V),D�/2CE3#D d F�� 3 = .#D	p n ≥ 2 �
+76�) = )CO/�.#DU)��!.LP>+u/,)�� I ),D�PQ)�3c? K 3:C�D�+g)hAV/>),+ /

GLn(A)/En(A) // GLn+1(A)/En+1(A) // Umn+1(A)/En+1(A) // Umn+1(A)/GLn+1(A) // 0.


 ? n = d
.#D�A

d ≥ 3 �
+76!CO/NCO/�.#D
)��!.LP>+a/>)�� I ),D�Ph)b3c?H; = 3 I5K / F

¶U� ��� � !UÇi���D�iÉa�����§� # �4�"�_�ÍÈs�"���"�
�"�D��������Åu��Ç�!6�
�<� �]«U��¢�¢]¡0���]������Ì9ª9¡!����¦§¬U���]¡ ¢]��¦§¡·����«U��¦§��¨���´�²Í´��q���U¬6¢���­
�q«U¡ ¢n«6¡0©.­

Gj
Ì9ªI«6¡V�q¡

j ∈ N
�	³h«6¡���¡ � �6� �q�p���|©>�6� Á6©�¢n���§¬U�q��¬s¡V�]�]��¡0¢~�>­¿�]«6��¢�¢n«U¡4©.­I�V©�� Ás¡§­a���6�6�Í�p�.� µ Ì��q¶ �X��e­

A
��¢�©��]¡0´��U¨�©>�

k
±<©>¨�´�¡0ÁU�q©(�>­2����¦�¡0�6¢]�p���

d
ÌU�q«U¡V�

Hd(A,Gd)
©>�6�

Hd(A,Gd+1)
�����p��±

�V����¡��q¡0¢]¬s¡0�Z�q�p �¡V¨�²�ªI�p�]«
Hd(A,KMW

d )
©>�k�

Hd(A,KMW
d+1 )

ÌkªI«U¡V�q¡
KMW
j

��¢I�q«U¡ � j ±X�]« ��U�6�q©�¦�� � ¡4� '!��¨p�U���n±*) �p�n�I¢n«U¡4©.­�©�¢9�U¡ � �U¡4����� �����9�e� /U���9�q«U¡
­a���]�]«6�V��¦§�p�6´�����¦§¬U���q©>�]������Ì
�q«U¡~���U¨�²��]«6�p�U´��q��ÂD�6�.ª ��¢¿�q«6©.�

H∗( � , G∗)
��¢I©§�������q�q©, .©��]��©>�D�9Á6�p´��q©���¡0��­a�U�6�Z�q���h­a�q��¦

�q«U¡
�0©.�]¡0´����]²��>­�¢]¦§�D���]«�¢q�T«U¡0¦�¡4¢d�q�v�q«U¡��0©.�q¡V´����]²��>­�©�Ák¡0¨p��©>��´��q���U¬6¢%«6©, B�p�6´��Fª9��Á6©�¢]���
¬U�q��¬s¡V�]�]��¡0¢ #
���
H∗( � , G∗)

��¢�© �V��«U��¦§��¨���´�²	�]«6¡V���q² �����q«U¡�¢]¡V�6¢]¡���­��2©>�6�p� ©>�k� ÀB¦§���]�U�.  � ��� µ ���ZÌÁU�����p����¢��U�>�����]��¡V�D�]¡4�i�
�p���

H0(Spec(k), G0) = GW (k)
Ì��]«6¡,+��]���]«U¡0�6����¡0�TÂD± ) �p�n�I´��]���U¬	��­

k
�
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���
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¶6�p��� � ,�"#��� �E$ � � ��" + �L J$-,��"
 � 
��E ��u% Ê ¡V�
U = An+1 −{0}

��³��(����¦�¬6���]¡I�q«U¡_´��]���U¬6¢
H i(U,Gj)

­a����©��B²
i, j
Ì�� �_¢]������¡4¢¿�]���6¢]¡��]«U¡�¨����V©>¨����0©.�q�p���	¢]¡0¹D�U¡0�6��¡

. . . // H i
{0}(A

n+1, Gj) // H i(An+1, Gj) // H i(U,Gj)
∂

// H i+1
{0} (An+1, Gj) // . . .

¥
¢n���U´Í�]«k©.�
H i

{0}(A
n+1, Gj) = 0

�p­
i 6= n + 1

©��6� «U��¦§���]��¬B²|���B .©>�q��©��6��¡�Ì¿ª¿¡ ´�¡��
H0(U,Gj) ' H0(An+1, Gj) ' H0(k,Gj) = Gj(k)

Ì
H i(U,Gj) = 0

�p­
0 < i < n©��6�

Hn(U,Gj) ' Hn+1
{0} (An+1, Gj)

 B��©
∂
� '!���q¡V�. �¡V�4Ì�ª9¡ «6©, �¡ ©�� ��¢n��¦§���q¬U«U��¢n¦

Hn+1
{0} (An+1, Gj) ' H0(k,Gj−n−1)

©>�k� � �6©>¨�¨p²
Hn(U,Gj) ' H0(k,Gj−n−1)

� �
Á�±
¢]¡V�q �¡��q«6©.���]«6��¢���¢n��¦����]¬6«U��¢]¦ ��¢

H0(k,G0)
±e¨��p�U¡4©>�4�~À��p�6�V¡�ª¿¡(�k¢n¡�� �~��� �]«6¡�¢]¡0¹D�U¡0¨fÌuª¿¡

´��p �¡�©��	¡V¸B¬6¨p�����p�_��¡0¢q���q��¬��]�����	­a���
j = n+ 1

�
�
Á6¢]¡V�q �¡ � �q¢n� �]«6©>�

H0(k,G0) = GW (k)
� Ê ¡V�

B = k[x1, . . . , xn+1]
©��6� �V����±

¢]���U¡V�	�]«U¡6�_�D¢��0�U¨~����¦§¬U¨�¡�¸
Kos(x2, . . . , xn+1)

©�¢q¢n������©.�q¡0� �q���q«U¡ �]¡0´��U¨�©>� ¢n¡4¹��6¡V�6�V¡
x2, . . . , xn+1

� ) ¡�´�¡V�_©>� ��¢]��¦§���q¬U«U��¢]¦

ψx2,...,xn+1 : B/(x2, . . . , xn+1) ' ExtnB(B/(x2, . . . , xn+1), B)´��p �¡V� ÁD²
1 7→ Kos(x2, . . . , xn+1)

� Ê ���0©>¨����0�p�U´ ©>�
p = (x2, . . . , xn+1)

Ìh� ��Ás¡0�V��¦§¡0¢
©�����¢n��¦����]¬6«U��¢]¦

ψx2,...,xn+1 : κ(p) ' ExtnBp
(κ(p), Bp)

���
Á6¢]¡V�q �¡(�]«6©>�
x1 ∈ B×

p

©��6�
�V���6¢]���U¡V�¿�]«U¡v�V���U¬6¨p¡

(x1, 〈−ψx2,...,xn+1 , x1ψx2,...,xn+1〉)
��� �]«U¡ � ÁU�]¡~¬U�q�����6���

G1(κ(p)) //

��

I(κ(p), ωp)

��

KM
1 (κ(p)) // I(κ(p))/I2(κ(p)).

�e�h��¡ � �6¡0¢¿©>��¡0¨p¡0¦�¡0�D�
ξ
�>­
Hn(U,Gn+1)

ªI«U���T«���¢%¦�©�¬U¬k¡4�§�]�
〈1〉 � ©>­L�]¡0�9����¡V�D�q� � �0©.�q�p�����­

Hn+1
{0} (An+1, Gn+1)

ªI� �q«
GW (k)

�h�U�k��¡V�
∂
�

¶6� ¤U� � � �
����� 
 �5�����*�����L�J% /U�q��¦ �]«U¡§��¡ � �U�p�]����� ��­
Gj
Ìuª9¡�«6©, �¡�©>� ¡V¸�©��Z�~¢n¡4¹��6¡V�6�V¡

��­�¢]«U¡0©, �¡0¢9­a����©��D²
j ∈ N

0 // Ij+1 // Gj // KM
j

// 0
ªI«U¡0�]¡

Ij+1 ��¢��q«U¡§�U�U�T©>¦§� � ¡0� ¢n«6¡0©.­¿©�¢q¢n������©.�q¡0� �]� �]«U¡ (j + 1)
±X�]« ¬k�.ª¿¡V�~��­%�]«6¡�­a�6��±

�U©�¦§¡V�D�q©�¨�����¡0©�¨2©>�6�
KM
j

��¢_�q«U¡§�U�U�T©>¦§� � ¡0� '!�p¨��U���
Kj
±<¢]«U¡0©>­ � ¢]¡V¡ � µ Ì �q¶ ��­a���
	s©�¢q¹��6¡

�q¡0¢]��¨����]�����k¢9��­��q«U¡0¢]¡v¢n«6¡0©, �¡4¢ ���
Ê ¡V�

A
Ás¡I©
¢]¦§�B�>�]«

k
±<©>¨�´�¡VÁ6�q©I��­s����¦§¡V�6¢]�����

d
�y³h«U¡V���]«U¡I©�Ák�. �¡¿¢]¡0¹D�U¡0�6��¡¿�>­k¢]«U¡4©, �¡0¢

´��p �¡0¢h©>� ¡�¸U©�����¢n¡4¹��6¡V�6�V¡

Hd(A, Ij+1) // Hd(A,Gj) // Hd(A,KM
j ) // 0

­a���_©>�B²
j ∈ N

��³h«6¡V�q¡v��¢
©>¨�¢n��©��6©.�q�U�q©�¨�¦�©>¬!��­2¢]«U¡4©, �¡0¢
Gj+1 → Ij+1 ªI«U���T«!´��� �¡0¢_©¢]�U�fËF¡0�Z�q�p �¡
¦�©�¬

Hd(A,Gj+1) → Hd(A, Ij+1)
©��6�	ª9¡~´�¡V��©>�·¡�¸U©�����¢n¡4¹��6¡V�6�V¡

Hd(A,Gj+1) // Hd(A,Gj) // Hd(A,KM
j ) // 0

­a���§©��B²
j ∈ N

� 
¿²|��¡ � �6� �q�p����Ì
Hd(A,Gd)

��¢��]«U¡��9«U�.ªh±*) �p�n�§´��q���U¬
C̃H

d
(A)

©>�k�
Hd(A,KM

d )
��¢¿�]«6¡��9«U�.ª ´��]���U¬

CHd(A)
� �%���n�q�p�U´�¡0 �¡0�]²D�]«6�p�U´��q��´�¡V�]«U¡0�0ÌBª¿¡�«6©, �¡ #



� �������	��
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 �E ����s%32J%B'*)>+

A - )0.4/21V3�3:+�6 k 8 .#9 ;[) ->= .]3c?
A:C�14)>D�/2CE3#D d F R 6�) = )bCO/�.#D
)��!.<P,+
/>)�� I )>DJPQ)

Hd(A,Gd+1) // C̃H
d
(A) // CHd(A) // 0.

£k��� �������"�
�"�
��Å�! ��Éa���
Umn+1(A)/En+1(A) → Hn(A,Gn+1)

£k�p��� �
������ J$  	$  �" , �"� ��$&% Ê ¡V�
A
Ás¡(©�¢]¦��B���]«

k
±e©�¨p´�¡VÁU�T©�©>�6�

X = Spec(A)
�%) ¡

��¡ � �U¡�©§¦�©>¬

φ : Hom(X,An+1 − {0}) → Hn(A,Gn+1)ÁB²
φ(f) = f∗(ξ)

ÌyªI«U¡V�q¡
f∗ : Hn(An+1 − {0}, Gn+1) → Hn(A,Gn+1)

��¢~�]«6¡�¬U�U¨�¨ ±
Á6©��TÂ �p�k���6��¡4��ÁB²

f � � µ Ì ._¡ � �U�p�]����� ¼B�O¤����Z�.
¿¡0�0©>�6¢]¡	��­_�q«U¡!«U��¦§���]��¬B² ���B ,©��]��©>�k��¡ �>­
Hn(A,Gn+1)

ÌUª¿¡~´�¡���©�¦�©>¬

φ : Umn+1(A)/En+1(A) → Hn(A,Gn+1).
�
���! �"#�!$ �*%32J%4'*),+

A - )Z.�/Q1V353#+76 k 8 .#9 ;[) ->= . F R 6�)>D ?,3 = .#D�p n ≥ 1
+�6�)]14. K φ :

Umn+1(A)/En+1(A) → Hn(A,Gn+1)
C�D�A I PQ),/
.06�3:143:143 =WK 6!CO/21

Φ : WMSn+1(A) → Hn(A,Gn+1).
4 = 3�3@? F ÀB���6�V¡ Hn(A,Gn+1)

��¢9©�´��q���U¬�©��6���]«U¡
�]¡0¨�©>�]����� � ���2��� WMSn+1(A)
��¢%�V¨p¡4©>�q¨p²

¢q©.�q��¢ � ¡0� ���
Hn(A,Gn+1)

Ì�� �v��¢�¡0�U���U´�«��q�! �¡0�]�p­a²!�]«k©.�(�q¡V¨�©.�q�p��� � �p������¢(©>¨�¢n�!¢q©.�]��¢ � ¡0�i�) ¡v¢F�T©>�]��ªI� �q« ©�¢n��¦§¬U¨�¡v����¦§¬U�U�q©.�q�p���·�p�
G1(k(t))

�h¥_¢]�p�U´ � ½ Ìu�9«6©>¬��q¡V���ZÌ �d�]��¬k�D¢n�p�]�����
µ �p���XÌ�ª¿¡~«6©, �¡ 〈1, t〉 = 〈t(t+ 1), t+ 1〉

���
I(k(t))

Ás¡0�0©>�6¢]¡�Ás�>�]« ­a���]¦�¢h�q¡V¬U�q¡0¢]¡V�D�
t+ 1©��6� �]«6¡V² «6©, �¡ �]«6¡ ¢q©>¦§¡Í����¢q���q��¦����6©����4� ®I�U�����U´

〈−1,−1〉
��� Ák���]« ¢]����¡0¢0Ì_ª¿¡ ´�¡��

〈−1, t〉 = 〈−1, t(t+ 1)〉 + 〈−1, t+ 1〉
���
I(k(t))

�9³h«U¡V�q¡�­a���]¡~ª¿¡�«k©, �¡~©>� ¡0¹D�6©>¨��p�F²

� ��� (t/(t+ 1), 〈−1, t/(t+ 1)〉) + (t+ 1, 〈−1, t+ 1〉) = (t, 〈−1, t〉)
���
G1(k(t))

�d³h«U��¢d¡0¹D�6©>¨��p�F²�©>¨�¢]�v©>¬U¬U¨���¡0¢y�q���]«U¡_´�¡V�6¡V�T©.�]���
ξ
��­
Hn(An+1−{0}, Gn+1)

�
ÀB�6¬U¬k�D¢n¡2�6�.ª��q«6©.�

(q, v2, . . . , vn+1)
��¢i�6�U�p¦§�����U¨�©>���p�

A
Ì,©�¢�ª9¡0¨p¨�©�¢

(q+1, v2, . . . , vn+1)
�

Ã ¡0¦�©>�qÂ �]«6¡V�Í�]«k©.�
(q(q + 1), v2, . . . , vn+1)

��¢�©>¨�¢n�·�U�6�p¦§�����U¨�©>�4� ��¡0�n­a���]¦§���U´·� ­��6¡0�Z±
¡4¢]¢q©>�q²|¡V¨�¡V¦§¡0���T©>�q²���¬k¡0�q©>�]�����6¢§��� �]«U��¢��U�6�p¦§�����U¨�©>�	¨p���U¡�ÌIª¿¡��0©>� ¢n�6¬U¬k�D¢n¡ �]«6©>���]«U¡
¢]¡0¹D�U¡0�6��¡

(v2, . . . , vn+1)
��¢��]¡0´��U¨�©>�����

A
�j`��.ª �]«U¡·¬U�6¨p¨IÁ6©��TÂ �>­

ξ
�U�6�U¡V���]«U¡!¦�©�¬

f : Spec(A) → An+1−{0}
´��p �¡V��ÁB²

(q, v2, . . . , vn+1)
��¢�¬U�q¡0�V��¢]¡V¨�²_�q«U¡h��²���¨�¡

(q, 〈−1, q〉)¢]�U¬U¬s���]�]¡4�����
A/(v2, . . . , vn+1)

�2À��p�6�V¡
(q+1, v2, . . . , vn+1)

��¢9©>¨�¢n�~�U�U��¦§�����U¨�©>�dÁB²�©�¢F±
¢]�U¦§¬��]������Ì�ª¿¡�´�¡V�(© �V²���¨�¡

(q + 1, 〈−1, q + 1〉)
©>¨�¢n�!¢]�U¬U¬s���]�]¡0� ���

A/(v2, . . . , vn+1)
�


¿¡0�0©>�6¢]¡§�>­I�q¡V¨�©.�]����� ��©�Ák�. �¡�Ì�ª9¡�¢]¡V¡§�q«6©.���]«U¡��q¡V¨�©.�q�p��� � ��� �~��� WMSn+1(A)
��¢(©>¨�¢]�

¢q©.�q��¢ � ¡0�	���
Hn(A,Gn+1)

©>�6�	�]«6¡~�]«U¡0���q¡V¦ ��¢h¬U�q�. �¡0���
�

®�¬6¬U¨p²B���U´�³h«U¡0���q¡V¦ ¤U� ¤UÌDª¿¡�´�¡V�h�]«U¡~­a��¨p¨��.ªI�p�6´��V���q��¨�¨�©��]² #
�  	"M � � ��" + �*% 0�%_'*),+

A - )(.N/214353#+76 k 8 .:9 ;<) ->= .�3@?HA#C�1V),D�/2CE3#D d F � 3 = .:D�p n ≥ (d+2)/2+76�)
14. K φ : Umn+1(A)/En+1(A) → Hn(A,Gn+1)
CO/�.b6�3#1V3#1V3 =WK 6!CO/21X3c?r; = 3 I5K / F

³h«U¡0�]¡���¢�©>�·¡0¨p¡0¦�¡0�D�q©>�q²�¬U�q�B�>­y�>­��]«U¡v­g©��Z�I�q«6©.�
φ
��¢�¢n�6�gËF¡4�Z�]�� �¡����!¢n��¦§¡��U��� �]�q�� D��©>¨

¢]� �q�6©.�q�p���6¢0� Ê ¡��
m
Ás¡�©>�B² ¦§©>¸��p¦�©>¨�����¡0©�¨����

A
©>�6� ¬U���

d = dim(A)
�v³h«U¡0� �]«6¡V�q¡���¢

©(�]¡0´��U¨�©>�¿¢n¡4¹��6¡V�6�V¡
(v1, . . . , vd)

¢n�6�T«��]«6©>�
A/(v1, . . . , vd)

��¢h© � �U� �q¡
¨�¡V�6´>�]«
A
±e¦������6¨p¡

©��6�
Am/(v1, . . . , vd)Am = A/m � �6¢n¡�� £UÌD�9���q��¨�¨�©>�q²�¤�� £ ���Z��³h«U¡¿¬U�]��¦�©>�q²���¡0�V��¦§¬k�D¢n�p�]�����



�����%
�� 
��%���	�!�
���
���	����� ��
�� ���	��������������� � �������	��� �

��­��]«U��¢y���U¡0©>¨D��¢
(v1, . . . , vd) = m∩M1∩. . .∩Mr

­a����¢]��¦§¡
mi
±X¬6�]��¦�©>�q²
����¡0©�¨�¢

Mi � ªI«6¡V�q¡
mi
©>�q¡~����¦�©>¸B��¦�©>¨u¦�©.¸���¦§©�¨i���U¡0©>¨�¢:�Z�d³h«B�6¢

A/(v1, . . . , vd) ' A/m ×A/M1 × . . .×A/Mr.Ê ¡��
α ∈ (A/m)×

�(³h«U¡V���]«U¡0�]¡�¡�¸���¢F�T¢~©>��¡0¨p¡0¦§¡V�D�
a ∈ A

¢]�6�T«��]«6©>���p�q¢~��¨�©�¢q¢�¦§�B�U�U¨p�
(v1, . . . , vd)

��¢
(α, 1, . . . , 1)

�U�6�U¡V���]«U¡I©�Ák�. �¡d��¢]��¦§���]¬U«6��¢]¦·��³h«U¡0�]¡V­a���q¡
(a, v1, . . . , vd)

��¢
�U�6�p¦§�����U¨�©>�4�y�9���6¢n����¡0���q«U¡8�
��¢ �V�6¨�����¦§¬U¨p¡V¸

Kos(v1, . . . , vd)
©�¢]¢]������©.�]¡4���]�
�]«U¡¿�q¡V´��6¨�©��

¢]¡0¹D�U¡0�6��¡
(v1, . . . , vd)

�d®_¢��p�!¢]¡0�Z�q�p��� ¶6Ì�ª9¡~´�¡���©>�·��¢n��¦����]¬6«U��¢]¦

ψv1,...,vd
: A/(v1, . . . , vd) → ExtdA(A/(v1, . . . , vd), A)��¡ � �U¡4� ÁB²

ψv1,...,vd
(1) = Kos(v1, . . . , vd)

�|�9���6¢]����¡V�
(a, 〈−ψv1,...,vd

, aψv1,...,vd
〉)
���

⊕

q∈Spec(A)(d)

G1(A/q)
�8
¿²·�����6¢F�q�]�k�Z�]������ÌU� �
 ,©��U��¢n«U¡4¢I���U�q¢]����¡

m
©��6�iÌk©�¢

α
 .©��]��¡0¢0ÌU´�¡0��±

¡0�q©>�]¡0¢
G1(A/m)

Ás¡0�0©>�6¢]¡�©>�B²
(ab, 〈aψv1,...,vd

, bψv1,...,vd
〉)
��¢h¡4¹��k©>¨u�]�

(a, 〈−ψv1,...,vd
, aψv1,...,vd

〉) − (−b, 〈−ψv1,...,vd
,−bψv1,...,vd

〉)���
G1 � ) ¡�«6©, �¡�¬U�q�. �¡V� #

� "# 
,  
� � 
 �E �� �*%��s%�'s)>+
A - )�. = )m; I 9�. = k 8 .#9 ;[) -,= .�3c? A#C�1V)>D�/2CE3#D d F R 6�)>D +76�)06�3:143 81V3 =WK 6!CO/21 φ : Umd+1/Ed+1(A) → Hd(A,Gd+1)

CO/B/ I�= 	>)hP>+WC�eM) F
�
�U�v�6¡�¸B�v´��D©>¨2��� �q«U¡��U¡V¸D��¢n¡4�Z�]����� ��¢~�]� ¢]«U�.ª �q«6©.�

φ
��¢��p�Í­g©��Z�(©�� ��¢]��¦§���q¬U«U��¢n¦

ªI«U¡0�
d ≥ 3

Ì6���6��¡V¬s¡V�k��¡V�D�]¨�² �>­y�]«U¡����p¦§¡0�6¢n�����
d
�>­y�]«U¡�©>¨�´�¡0ÁU�q©6�9³h«U¡v�0©�¢]¡

d = 2
ªI��¨�¨

Ás¡~�]�q¡0©>�]¡0�	���	�q«U¡�¢n¡4¹D�U¡V¨X�
£k� ¤U� �
��� � � �5�

d ≥ 3
% �<� �]«6��¢ ¢n¡4�Z�q�p����Ìhª9¡ ªI��¨�¨_�6¢]¡ �q¡0¢]�U¨ �T¢��>­ '!���]¡0¨ � ���4¤������0) ¡ªI��¨p¨%«6©, �¡��]� � �T¢n�~�q¡0�0©>¨�¨d¢n��¦§¡§�U¡ � �U�p�]�����k¢v©>�6� �q¡0¢]�U¨p�q¢~���

A1 ±X«6��¦§�>�q��¬B²·�]«U¡0���q²��-�
�U��q¡�­a¡0�]¡0�6��¡
«U¡V�q¡_ªI��¨p¨iÁs¡��p�4¶��X�9�9���6¢]����¡0�%�q«U¡��V©>�]¡V´����q²
Sm/k

�>­�¢]¦§�D���]« ¢]�T«U¡0¦§¡0¢9�. �¡V�
k
Ì

¡0�6���.ª¿¡0�§ªI�p�]«��q«U¡(`_��¢]�U¡V B���T«��]��¬k��¨p��´�²��!) ¡
��¡0�U�>�q¡_ÁB²
Sh
�q«U¡
�0©.�q¡V´����]²��>­�¢]«U¡0©, �¡0¢2���

Sm/k � �p���q«U¡(`_��¢]�U¡0 D���T«��q��¬s��¨���´�² �2©��6�§ÁB² ∆opSh
�]«U¡��V©.�q¡V´����q²(�>­�¢]��¦�¬6¨p������©>¨s¢n«U¡4©, �¡4¢

�. �¡V�
Sm/k

�I³h«U��¢
�0©.�q¡V´����]²���¢_¡V�6���.ª¿¡0�·ªI�p�]« ©�¦§�B�U¡V¨�¢n�]�q�6���]�U�q¡ � ���0¶UÌ�.
¡ � �6� �q�p���|���O¤�Ì³h«U¡0���q¡V¦ ��� £ ���ZÌd©��6� ª¿¡	��¡0�U�>�q¡�ÁB²
Hs(k)

� �T¢(«U��¦§�>�]��¬B² �0©.�]¡0´����]²�� �e­
F,G

©��]¡��Fª9�
¢]�p¦§¬U¨�������©>¨u¢n«U¡4©, �¡4¢VÌ�ª9¡���¡V�U���]¡
ÁD²

HomHs(k)(F,G)
�q«U¡~¢n¡V�9�>­�«U��¦§��¦§���]¬U«6��¢]¦�¢d�����]«U��¢

�0©.�]¡0´����]²��
Ê ¡V�

X
Ás¡�©·¢n¦§�B�>�q« ¢q�T«U¡0¦�¡§�. �¡V�

k
©��6�Í�����k¢n����¡V���q«U¡�¢n��¦§¬U¨����V��©�¨d¢n«U¡4©.­

Sing•(X)��¡ � �U¡4� ©.�
�]«U¡�¨p¡0 �¡V¨
n ∈ N

ÁB²
U 7→ (X × ∆n)(U)

­a���
©��D²·¢]¦��B���]«�¢q�T«U¡V¦§¡
U
�(Y�¡0�]¡

∆n ��¡V�U���]¡4¢��]«U¡��k¢n�6©�¨ n ±e¢]��¦�¬6¨p¡V¸ �. �¡0� k Ì��X� ¡�� ∆n = Spec(k[x0, . . . , xn]/
∑
xi − 1)

�
�
Á6¢]¡V�q �¡	�]«k©.���q«U¡V�q¡!��¢�© �V©>�6���U���V©�¨I¦§©�¬ �>­�¢n��¦§¬U¨����V��©�¨�¬U�q¡0¢]«U¡0©, �¡0¢

X → Sing•(X)
� ªI«U¡V�q¡ X ��¢�¢]¡V¡0� ©�¢~© ¢n��¦§¬U¨����V��©�¨p¨�² �����6¢F�T©>�D��¢]«U¡4©.­ ���(�e­9¦§���]¡0�. �¡V�

X
��¢�©�� ©�¨p´�¡VÁU�T©>���

´��]���U¬�ÌD�]«U¡0� �]«U¡v©�Ák�. �¡
¦�©>¬·��¢I©�¦§©�¬·�>­�¢]��¦�¬6¨p������©>¨�¢]«U¡4©, �¡0¢9�>­y´��q���6¬6¢V�
/U��� ©��B² ¢]�p¦§¬U¨�������©>¨�¢n«6¡0©.­

F
Ì��]«U¡0�]¡ ¡�¸���¢n�q¢ © � ÁU�q©��D� ¢]�p¦§¬U¨����V��©�¨�¢]«U¡4©.­

RF
©>�6� ©

�q�]�� B��©�¨���� � ÁU�T©.�]�����
F → RF

��ÀB�6�T« ©>� ©�¢]¢]������©.�q�p���·�0©>�!Ás¡(�����U¡�­a�U�6���]���]��©>¨�¨p²��h�e­
X
��¢

©·¢]¦��B���]« ¢]�T«6¡V¦§¡�Ì��]«U¡0�
HomHs(k)(X,F ) = π0(RF (X))

ÁD² ��¡ � �6� �q�p�������
�U¡���­9�q«U¡
�q¡0¢]�U¨p�q¢���­ �p�,¤��y��¢_�]«6©>�
�q«U¡(¦�©�¬ �>­%¢]�p¦§¬U¨�������©>¨y¢n«U¡4©, �¡4¢

GLn → Sing•GLn
�p�k���6��¡4¢
©��

��¢n��¦§���q¬U«U��¢n¦
GLn(A)/En(A) → HomHs(k)(A,Sing

•GLn)
­a���

n ≥ 3
�y³h«6¡_����¡0©(��¢9�]�

¢]«U�.ª �q«6©.�y�]«6¡¿¦�©�¬
Sing•GLn → RSing•GLn

�p�6�U�6��¡4¢�­a���d©>�B²v© ���U¡h¢]¦��B���]«§¢]�T«U¡0¦§¡
Spec(A)

©vª¿¡0©�Â�±e¡0¹D�U�� .©>¨�¡V�6�V¡��>­�¢]��¦�¬6¨p������©>¨u¢n¡V�q¢
(Sing•GLn)(A) → (RSing•GLn)(A)­a���

n ≥ 3
�d³h«U¡~¡�¸�¬U¨�©>���6©.�q�p���	��­��q«U¡�¬U�q�D��­��q¡0¹D�U���]¡4¢ � �T¢F��©§��¡ � �U� �q�p��� � ¢]¡V¡ �p�,¤����Z�

#]������� 
 �E �� �*%
�*% Ê ¡��
F
Ák¡v©�¬U�q¡0¢]«U¡0©>­���­�¢]�p¦§¬U¨����V��©�¨�¢n¡V�q¢I�. �¡V�

Sm/k
�



Î�� �������	��
��
��� ) ¡�¢q©,²��]«6©>�

F
¢q©.�q��¢ � ¡4¢d�q«U¡�© ���U¡ 
�� +��B¬U�]��¬k¡0�n�F²§�����q«U¡ `_��¢]�U¡0 D���T«��q��¬s��¨���´�²§�p­�­a���

©��D² ¢n¦§�B�>�q«
k
±<©>¨�´�¡VÁ6�q©

A
Ìu©>�B²��V�q©>¨�¡

A
±e©�¨p´�¡VÁU�T©

A → B
©>�6�!©��B²

f ∈ A
¢]�6�T« �]«6©>�

A/f → B/f
��¢�©>� ��¢n��¦����]¬6«U��¢]¦·ÌD�]«U¡v����©>´��q©�¦

F (A) //

��

F (B)

��

F (Af ) // F (Bf )��¢h«U��¦§���]��¬B²��0©>�]�]¡4¢n��©>���
¤ � ) ¡(¢q©,²��q«6©.�

F
¢q©.�q��¢ � ¡0¢��]«U¡

A1 ±e�p�B .©>�q��©��6��¡�¬6�]��¬k¡0�n�F²	� ­2­a���_©>�B²·¢n¦§�B�>�q« k ±e©�¨p´�¡VÁU�T©
A
�]«U¡Í¦�©>¬

F (A) → F (A[t])
���6���6�V¡0� ÁB² �q«U¡ ���6�V¨p�6¢]�����

A → A[t]
��¢·©�ª¿¡0©�Â

¡4¹��6�p .©>¨�¡V�k��¡��
³h«U¡�­a��¨p¨��.ªI���U´·�]«U¡0���q¡V¦���¢�©·¬6©>�]�]�����6¨�©��(�V©�¢n¡���­I© �q«U¡V���]¡0¦�¬6�]�. �¡0� ÁD²6'!���]¡0¨f� �e�q¢

¬U�q�B�>­���¢I�����U¡~�p�6���4¤��e�
�
���! �"#�!$ �*%���%�'s)>+

k - )
. K ) = ?,)QP,+��t),9nA F 's)>+
F - )\. /2C�1 K 9lCEP>CE.#9B/o6�)h.@?U3@?�; = 3 I5K /3:D

Sm/k i ?,3 = +76�)	�NCO/2DJ)>e�CEPQ6 +g3 K 3#9n3h;LpQq FSG	I5KLK 3M/>) +�6�.#+ F />.#+WCO/
�t)2/f+76�) .�� D�)	
 F���F
K�= 3 K ) = +WpZC�D +76�)��NCO/2DJ)>e5CEPh6\+m3 K 3:9n3o;LpT.:DJAZ+76�) A1 8 C�D	eM. = CE.#DJPQ) KJ= 3 K ) = +Wp F R 6�),D]?,3 = .#D	p/21V3�3:+�6

k 8 .#9 ;[) -,= . A +76�)�14. K F (A) → RF (A)
CO/�. d )Q.���)�� I C�e#.#9n)>DJPQ) F

�  	"M � � ��" + �*%��s%B'*),+
k - )�. K ) = ?,)hP>+��u)>9nA�.:DJAV9�),+ A - )�.4/21V3�3:+�6 k 8 .#9 ;<) -,= . F R 6�)>D�+76�)1V. K 3c?B/2C�1 K 9lCEP>CE.#9*/o6�)Q.#e#)2/ GLn → Sing•GLn

C�DJA I PQ),/�.#D�CO/>3:143 =WK 6!CO/21
GLn(A)/En(A) → HomHs(k)(A,Sing

•GLn)?,3 = n ≥ 3 F
4 = 3�3@? F ) ¡ � �T¢n�%¬U�q�. �¡h�]«k©.� Sing•GLn ¢]©>�]��¢ � ¡4¢2�q«U¡_¬U�q��¬s¡V�]�]��¡0¢%�>­ .
¡ � �6� �q�p����£6� £6���e­ F��¢
©��B² ¢]«U¡0©>­d���

Sm/k
Ìk�]«6¡V���p�
��¢
�U�>��«6©>�T�·�]� ¢n¡0¡v�q«6©.�

Sing•F
��¢

A1 ±e���D .©��]��©>�D� � ¢n¡0¡���4¤����Z� ³h«U¡�© �§�6¡ 

� +���¬U�q��¬s¡V�]�F² ��¢(©�¨�¢]�·¬U�]�. �¡V� �p�.���4¤��h©>�6� �q¡0¹D�U���]¡4¢
n ≥ 3

��³h«U¡0�>±
�q¡V¦ £k� µ ¢n«U�.ª�¢
�q«U¡V� �]«6©>� (Sing•GLn)(A)

��¢�ª9¡4©>ÂD±X¡4¹D�U�p .©�¨p¡0���
�]�
(RSing•GLn)(A)

�
³h«U¡0�]¡V­a���q¡

π0((Sing
•GLn)(A)) ' π0((RSing

•GLn)(A)
�~³h«U¡v¨�¡�­L�n±e«6©��6�·�]¡0�]¦ ��¢dËF�k¢F�

GLn(A)/En(A)
ÁD²�³h«U¡0���q¡V¦ ¤����
©��6���]«U¡��>�q«U¡V�%�]¡0�]¦���¢

HomHs(k)(A,Sing
•GLn)

ÁB²
��¡ � �U�p�]�������

�

Ê ¡V���6�.ª
H(k)

Ás¡(�q«U¡
A1 ±e«U��¦����]��¬D²·�V©>�]¡0´����q² �>­9¢]¦§�D���]« ¢]�T«U¡0¦§¡0¢��. �¡0� k ���e�v�V©��Ás¡�¢]¡V¡V� ©�¢~�]«U¡�­a�U¨p¨¿¢n�6Ás�0©.�]¡0´����]² ��­

A1 ±e¨p���V©�¨2��Á�ËF¡4�Z�T¢��p� Hs(k) � �p�4¶�Ì�³h«6¡V���q¡V¦�¶U�O¤����Z��e�
�]�U�q�6¢������
�]«6©>�
Sing•GLn

��¢
A1 ±e¨��B�0©>¨�­a��� n 6= 2

��ÀB�
HomHs(k)(A,Sing

•GLn) =
HomH(k)(A,Sing

•GLn)
�

�9���k¢n����¡V���]«U¡ � ¬s�������q¡0� ��¦§©�¬ �>­v¢]�p¦§¬U¨����V��©�¨
¢]«U¡0©, �¡0¢ Sing•GLn → Sing•GLn+1

���6���6�V¡0�§ÁB²v�q«U¡����6��¨��6¢]�p���
GLn → GLn+1

¢n¡0�6�����U´
M
�]� (

1 0
0 M

) �y�e�%��¢d©v�V� � Á6�q©>�]�����
ªI«U�D¢n¡v�V� � Ás¡V�
��¢

Sing•GLn+1/Sing
•GLn

Ìs©��6�·� ����¢_�U�>��«6©>�T� �]�	¢n¡0¡��]«6©>�_�q«U¡(¨�©.�]�]¡V�
��¢���¢]��¦§���q¬U«U��� �]�

Sing•(GLn+1/GLn)
� '!���q¡V�. �¡V�4Ì9�q«U¡�¦�©�¬ �>­(¢]�p¦§¬U¨�������©>¨~¢n«U¡4©, �¡4¢

Sing•(GLn+1/GLn) → Sing•(An+1 \ {0})
��¢~©	ª9¡4©>Â·¡0¹D�U�� .©>¨�¡V�6�V¡(���

H(k)
©��6�!�q«U¡

­a��¨p¨��.ªI�p�6´�¢]¡0¹D�U¡0�6��¡

Sing•GLn // Sing•GLn+1
// Sing•(An+1 \ {0})��¢h© � ÁU�q©>�]����� ¢n¡4¹��6¡V�6�V¡
���

H(k) � ���4¤������d³h«U��¢h��¢h���6¡
��­��]«6¡����U´��]¡4���p¡0�D�q¢¿�>­��]«U¡~¬U�q�B�>­���­�q«U¡~­a��¨�¨p�.ªI���U´��]«U¡0���q¡V¦ ��­2' ���q¡V¨ � ���4¤���©>´�©��p� �9#



�����%
�� 
��%���	�!�
���
���	����� ��
�� ���	��������������� � �������	��� Î]Î
�
���! �"#�!$ �*%���%
'*)>+

A - ) .�/214353#+76 k 8 .#9 ;<) -,= . .#D�A]9n),+ n ≥ 3 F G	I5K<K 3#/>)4+�6�.#+ A CO/ 3c?
A:C�14)>D�/2CE3#D

d ≤ n F R 6�),DU+�6�)bDJ.#+ I�= .:9�14. K HomH(k)(A,A
n+1 \ {0}) → Hn(A,Gn+1)CO/Z. - C 	>)QP>+ CE3:D F R 6�CO/]C�D�A I PQ),/f. - C 	>)hP>+WCE3#D - )>+ d )Q)>D +76�)f/,)>+�3c?�/2+m. - 9 p4? = )h)Z1435A I 9n),/f3@?

= .:D�� n .#DJA
Hn(A,Gn+1)/GLn+1(A) F

� ),1V. = � £k� ½JF Ã ¡V¦�©>�qÂ �]«6©>�v� ­ d < n
�q«U¡V� �]«6¡§¢]¡�����­9¢F�T©>ÁU¨�²!­a�q¡V¡�¦§�B�U�U¨p¡4¢~�>­¿�q©��UÂ

n©��6�
Hn(A,Gn+1)

©>�q¡
Ás�>�q« �]�q�p B��©>¨X�
³h«U��¢�©>¨�¨��.ª�¢%�q�§¬U�]�. �¡_�q«U¡~­a��¨�¨��.ªI�p�U´��q«U¡V���]¡0¦ #

�
���! �"#�!$ �*%��s%4'*),+
A - ) .�/214353#+76 k 8 .#9 ;<) -,= .\3c?ZA#C�1V),D�/2CE3#D

d F G	I5K<K 3#/>)]+�6�.#+ k CO/
K ) = ?,)QP>+ F R 6�)>D�+76�)�1V. K φ : Umd+1(A)/Ed+1(A) → Hd(A,Gd+1)

CO/�.:D�CO/>3#1V3 =WK 6!CO/21?,3 = d ≥ 3 F
4 = 3�3@? F 
¿²�³h«U¡0���q¡V¦ ¤U� £kÌD�]«U¡0�]¡���¢I©>�·¡�¸U©��Z��¢n¡4¹D�U¡V�6�V¡~�>­�´��]���U¬6¢

GLd(A)/Ed(A) // GLd+1(A)/Ed+1(A) // Umd+1(A)/Ed+1(A) // Umd+1(A)/GLd+1(A) // 0.


9¡4�V©��6¢n¡

Sing•GLd // Sing•GLd+1
// Sing•(Ad+1 \ {0})��¢I© � ÁU�T©.�]�����·¢]¡0¹D�U¡V�k��¡�©>�6� ³h«U¡0���q¡V¦ £k�O¼�Ì�ª9¡~«6©, �¡�©�� ¡V¸U©��Z��¢]¡0¹D�U¡0�6��¡

HomH(k)(A, Sing•
GLd) // HomH(k)(A, Sing•

GLd+1) // Hd(A, Gd+1) // Hd(A, Gd+1)/GLd+1(A) // 0

¥_¢]�p�U´§�q«U¡v��¡ � �U�p�]����� �>­
φ
Ìk©�¢hª¿¡V¨�¨�©�¢_�9���q��¨�¨�©>�q²�£k� »6Ì�ª9¡~´�¡��_©§����¦�¦����q©>�]�� �¡�����©>´��q©�¦

GLd(A)/Ed(A)

��

// HomH(k)(A,Sing
•GLd)

��

GLd+1(A)/Ed+1(A) //

��

HomH(k)(A,Sing
•GLd+1)

��

Umd+1(A)/Ed+1(A) //

��

Hd(A,Gd+1)

��

Umd+1(A)/GLd+1(A) //

��

Hd(A,Gd+1)/GLd+1(A)

��

0 0) ¡v�����6��¨��6��¡~ÁB²�©>¬6¬U¨p²B���U´�³h«U¡V���]¡0¦ £6�l¼(©>´�©��p���
�

� ),1V. = � £6��� 7 F ®_¢%�p�§�q«U¡�¬U�q¡V B�����6¢��q«U¡V���]¡0¦·Ì��q¡V¦�©>�qÂ��]«k©.�%�p­ n > d
Ì��]«U¡0�

Hn(A,Gn+1)©��6�
Umn+1(A)/En+1(A)

©��]¡~Ás�>�q«	�q�]�� B��©�¨f�
£k� ¶6� �
��� � � ���

d = 2
% ) ¡ � �q¢n�(�q¡0�V©�¨p¨¿¢n��¦§¡���¡ � �U� �q�p���6¢0� Ê ¡V�

A
Ás¡·©

k
±<©>¨�´�¡VÁ6�q©·��­

����¦§¡V�6¢]�����
d
ÌyªI«U¡0�]¡

k
��¢v��­h�T«6©��q©��Z�q¡V�q��¢n�]���

0
�·³h«U¡V� ���U¡��V©��|��¡ � �6¡��]«U¡ k I 9n) = P,9�.M/Q/; = 3 I5K E(A)

�>­
A � � ¶6Ì��]£ ����©>�6� �q«U¡ d )Q.�� k I 9n) = P,9n.#/Q/ ; = 3 I5K E0(A)

��­
A � � ¶�Ì �q» �����¿�<�¢]«U���]�0Ì

E(A)
��¢��q«U¡�´��]���U¬Í´�¡V�6¡V�T©.�]¡4� ÁD² ¬6©��p�T¢

(J, ωJ)
Ì2ªI«U¡0�]¡

J ⊂ A
��¢�©>� ����¡4©>¨%��­

«U¡0�p´�«D�
d
¢]�6�T« �q«6©.�

J/J2 ��¢�´�¡0�U¡V�T©.�q¡0�!ÁB² d ¡0¨p¡0¦�¡0�D�q¢~©>�6� ωJ ��¢�©���¡0¹D�U�� .©>¨�¡V�D���V¨�©�¢]¢��­I¢]�U�fËF¡0���]�����6¢
(A/J)d → J/J2 Ì2¦§�B�U�U¨p� �]¡0¨�©>�]�����6¢(¢n��¦§�p¨���©��v�q���T©.�]�����k©>¨d¡4¹��6�p .©>¨�¡V�k��¡��



Î � �������	��
��
³h«U¡(´��q���U¬

E0(A)
��¢_´�¡V�U¡0�q©>�]¡0� ÁB² ¡V¨�¡V¦§¡V�D�q¢

(J)
ÌsªI«6¡V�q¡

J
��¢
©>� ����¡0©�¨���­d«U¡V��´�«D�

d
©�¢

©�Ák�. �¡��y³h«U¡V�q¡~��¢I©��6©>�]�U�T©>¨�¢]�U�fËF¡0�Z�q�p���
E(A) → E0(A)

�%�e­
d
��¢I¡V �¡V��ÌB�q«U¡V�q¡~��¢I©��	¡V¸U©��Z�

¢]¡0¹D�U¡0�6��¡ � � ¶�Ì6³h«6¡V���q¡V¦ ¼B� »����

Umd+1(A)/SLd+1(A)
ψ

// E(A) // E0(A) // 0
ªI«U¡0�]¡

ψ
��¢���¡ � �U¡0�·©�¢¿­a��¨p¨��.ª�¢ #

Ê ¡V�
(a1, . . . , ad+1)

Ák¡ © �U�6�p¦§�����U¨�©>���q�.ª�� 
9² ¬k¡0�n­a���]¦§���U´Í� ­~�U¡4��¡0¢q¢q©>�q² ¡V¨�¡V¦§¡V��±
�T©>�q² ��¬k¡0�q©>�]�����6¢0ÌIª9¡ �V©�� ¢n�6¬U¬k�D¢n¡��]«6©>���q«U¡ ����¡4©>¨

J = (a2, . . . , ad+1)
��¢ �>­v«U¡0�p´�«D�

d
� Ê ¡V�

e2, . . . , ed+1
Ás¡ © Á6©�¢n��¢���­

(A/J)d
©>�6� ¨�¡��

ωJ : (A/J)d → J/J2 Ák¡��]«U¡¢]�U�fËF¡0�Z�q�p��� ��¡ � �6¡0� ÁB²
ωJ(ei) = ai

­a����©>�B²
i
� 
¿¡0�V©��6¢]¡

(a1, . . . , ad+1)
��¢��6�U�p¦§���B±

�U¨�©>� ©>�6�
(a2, . . . , ad+1)

��¢!��­§«6¡V��´�«D�
d
Ì
a1 ∈ (A/J)×

©>�6�°ª¿¡��0©>� ��¡ � �U¡
ψ
ÁB²

ψ(a1, . . . , ad+1) = (J, a1ωJ)
�p�
E(A)

�¿³h«U¡�¬U�q�B�>­��q«6©.�I�q«U��¢I��¢hª¿¡V¨�¨���¡ � �U¡4�	��¢������U¡~�p�
� ¶�Ì ��¼���©>�k���q«U��¢���¢IªI«6¡V�q¡�ª¿¡~�U¡V¡4�	�]«6©>�

A
�V���D�q©��p�k¢

Q
�

ÀB�U¬6¬k�D¢n¡��U�.ª �q«6©.�
A
��¢¿�>­��U�p¦§¡V�k¢n�����

2
�2³h«U¡V���]«U¡~©>Ás�. �¡�¢n¡4¹��6¡V�6�V¡_��¢9¡V¸U©��Z�¿�����]«U¡

¨�¡�­L��©>¨�¢]�6ÌB�f� ¡��2ª¿¡~«6©, �¡�©§¢n«U���n�h¡�¸U©��Z��¢n¡4¹D�U¡V�6�V¡ � � ¶6Ì �d�q��¬s��¢]� �q�p���·¼B� ¶UÌ �%�]��¬k�D¢n�p�]�����!¼B� µ ���

0 // Um3(A)/SL3(A)
ψ

// E(A) // E0(A) // 0.
�e­
A
��¢_¢n¦§�B�>�q« �. �¡V�

k
Ì��q«U¡V�

φ : Um3(A)/E3(A) → H2(A,G3)
´��p �¡0¢I©�«U��¦���¦§���]±

¬U«6��¢]¦
SL3(A)/E3(A) → H2(A,G3) � ©.­L�]¡0������¦�¬s��¢]�p�]�����|ªI�p�]« �]«U¡·«U��¦§��¦§���q¬U«U��¢n¦

SL3(A)/E3(A) → Um3(A)/E3(A)
���

�
���! �"#�!$ �*%32�2	% '*)>+
A - )�.4/Q1V353#+76 k 8 .#9 ;[) -,= .�3c?
A:C�14)>D�/2CE3#D 2 � d 6�) = ) k CO/�. �t),9�A�3c?

PQ6�. = .LP>+m) = CO/2+ CEP 0 F R 6�)N6�3#1V3#1V3 =WK 6�CO/21 φ
C�D�A I PQ)2/�.:D�CO/>3#1V3 =WK 6!CO/21

φ : Um3(A)/SL3(A) ' H2(A,G3)/SL3(A).

4 = 3�3@? F �
Á6¢]¡V�q �¡ � �q¢n���q«6©.� φ ��¢�¢n�U�fËF¡0���]�� �¡9ÁD² �d�q��¬s��¢]� �q�p���v£6� ¶U�*`��.ª �]«U¡0�]¡¿©>�q¡%¢]�U�gËF¡4�Z�q�p �¡«U��¦§��¦§���q¬U«U��¢n¦�¢
E(A) → C̃H

2
(A)

©��6�
E0(A) → CH2(A) � � »UÌ �d�q��¬s��¢]� �q�p�����,¼�� ¤U�p��7����¦�©>ÂB���U´��]«U¡~­a��¨p¨��.ªI�p�6´§�U��©�´��T©>¦ ����¦§¦(���T©.�]�� �¡ #

E(A) //

��

E0(A)

��

C̃H
2
(A) // CH2(A).


¿¡0�0©>�6¢]¡
dim(A) = 2

ÌU�]«6¡v«U��¦§��¦����]¬6«U��¢]¦
E(A) → C̃H

2
(A)

��¢_©�� ��¢]��¦§���q¬U«U��¢n¦ � � »�Ì³h«U¡0���q¡V¦ � µ � ¶U��������©��6� � ¶UÌU³h«6¡V���q¡V¦ ¼B�O¤����Z�2) ¡~�q«U¡V�·´�¡��_©§����¦�¦����q©>�]�� �¡�����©>´��q©�¦ #

0 // Um3(A)/SL3(A)
ψ

//

φ

��

E(A) //

'

��

E0(A) //

��

0

H2(A,G3)/SL3(A) // C̃H
2
(A) // CH2(A) // 0

³h«U¡0�]¡V­a���q¡��]«U¡0�]¡2¡V¸B��¢n�q¢�©h«U��¦§��¦§���q¬U«U��¢n¦
f : H2(A,G3)/SL3(A) → Um3(A)/SL3(A)¢]�6�T«	�]«6©>�

fφ = Id
�9À��

φ
��¢I©�¨�¢]�§�p�>ËF¡0�Z�q�p �¡��

�



�����%
�� 
��%���	�!�
���
���	����� ��
�� ���	��������������� � �������	��� Îc�
µ � ��� � !UÇi���D�iÉa������#���Å|Åi� � � � ��ÅiÉL���iÉL�6�

µ �p�����  J$-,��"
 � 
��E ��  ��
Hd(A,Gd+j)

% /6�]��¦ �U�.ª ����Ì
A
��¢�© ¢n¦§�B�>�q«

R
±<©>¨�´�¡VÁ6�q©!��­

����¦§¡V�6¢]�����
d ≥ 2

ªI�p�]« �]�q�p B��©>¨����]��¡V�D�T©.�]������Ì6�X� ¡��
ωA/R ' A

� �d���
X = Spec(A)

��/����q¢n�
ª¿¡�����¦§¬U�U�]¡

Hd(X, Id+j)
­a����©>�B²

j ≥ 0
�

� "# 
,  
� � 
 �E �� ��% 2	% � 3 = .#D	p j ≥ 0 � d )H6�.#e#) Hd(X, Id+j) '
⊕

C∈C

Z d 6�) = ) C CO/ +�6�) />),+
3@?�PQ3#1 K .<P,+�PQ3#D�D�)QP,+g)QA�PQ3#1 K 3:DJ)>D�+ /�3c? X(R) F 
 3 = ) KJ= )hP>CO/>),9 p � PQ6�353M/>)V. = )Q.:9 K 3#C�D�+ xC?,3 = .:D�p C C�D

C
.:DJAT. ;<)>DJ) = .:+m3 = ξxC

3c?
ExtdA(κ(xC), A) F R 6�),Dj+�6�)�;[),D�) = .:+m3 = /V. = )+76�)bP,9n.#/Q/,),/b3c?
+�6�)a?,3 = 1b/ (〈1, 1〉)j · ξxC

C�D
Ij(κ(x)) F

4 = 3�3@? F /6��� j = 0
Ì��q«U��¢_��¢ � »6Ìk³h«U¡0���q¡V¦)�4»U� ¶U� ½ �e� ) ¡v¬U�q�. �¡
�]«U¡v�q¡0¢]�U¨p�_ÁB²����6���6���]�����!���

j
�h�9���6¢]����¡0�h�]«U¡v­a���q¦

〈1, 1〉 ∈ I(R)
�9�e�
�V©��·Ák¡(¢]¡V¡0�!©�¢I©>�·¡0¨p¡0¦�¡0�D�_�>­

H0(R, I)
�9³h«U¡

¦��U¨ �q�p¬6¨p���V©>�]����� ÁD²��]«U��¢I¡V¨�¡V¦§¡0����²B��¡V¨��U¢I©�«U��¦§��¦����]¬6«U��¢]¦

·〈1, 1〉 : Hd(A, Id+j) → Hd(A, Id+j+1).`_�.ª��q«U¡|«U��¦§��¦§���q¬U«U��¢n¦ �>­�¢]«U¡0©, �¡0¢
Id+j+1 → Id+j

���6���k��¡0¢ © «U��¦§��¦§���q¬U«U��¢n¦
Hd(A, Id+j+1) → Hd(A, Ij+d)

���e����¢�¡4©�¢]²!�]� �T«6¡0�TÂ!�q«6©.���q«U¡�����¦§¬k�D¢n�p�]����� �>­¿�]«U¡4¢n¡
�Fª¿�·«U��¦§��¦§���]¬U«6��¢]¦ ��¢��]«U¡�¦��U¨ �q�p¬6¨p���V©>�]�����ÍÁB²

2
­a�q��¦

Hd(A, Ij+d)
�q�!� �T¢n¡0¨ ­F� 
¿² �p��±

���k�Z�]�����
Hd(A, Ij+d)

��¢�©�¢]�U¦ ��­y�V��¬U��¡0¢I��­
Z
Ìs©>�6�	�q«U¡V�q¡�­a���]¡��]«6¡v¦(�U¨p�]��¬U¨����0©.�q�p��� ÁB²

2��¢h�p�>ËF¡0�Z�q�p �¡��%ÀB���q«U¡�«U��¦§��¦����]¬6«U��¢]¦

·〈1, 1〉 : Hd(A, Id+j) → Hd(A, Id+j+1)
��¢i���.ËF¡0���]�� �¡�� 
¿���i�]«U¡%¦(�U¨p�]��¬U¨����0©.�]�����~ÁB²

〈1, 1〉
��¢�¢n�6�gËF¡4�Z�]�� �¡2©�¢�©h¦�©>¬�­a�]��¦ ⊕

x∈X(d)

Ij(κ(x))

�q� ⊕

x∈X(d)

Ij+1(κ(x))
Ás¡0�0©>�6¢]¡�©�¨p¨��q¡0¢]�����6¡ � ¡0¨��U¢~©��]¡

R
���

C
��³h«U¡0�]¡V­a���q¡��]«6¡�¦��U¨ �q�p¬6¨p�p±

�0©.�]����� ÁB²
〈1, 1〉

��¢�©>¨�¢]��¢]�U�fËF¡0�Z�q�p �¡~���·����«6��¦§��¨���´�²�´��]���U¬6¢0�
�

³h«U¡��U¡V¸B���]¡4¢n�U¨p�I��¢I©��·��ÁB B�p���6¢h�����k¢n¡4¹��6¡V�6�V¡
��­��q«U¡�¬U�q��¬s��¢]� �q�p�����
�  	"M � � ��" + ��%�0�% � 3 = .:D�p j ≥ 0 �ud )N6�.:eM) Hd(X, Id+j/Id+j+1) '

⊕

C∈C

Z/2Z
.:DJA].#D

)	�!.LP>+a/>)�� I )>DJPQ)�3@?�PQ3�6�3#1V3#9n3h;:p4; = 3 I5K /

0 // Hd(A, Id+j+1) // Hd(A, Id+j) // Hd(A, Id+j/Id+j+1) // 0.

`�¡V¸B�%ª9¡I¡V¸�«U�pÁ6� �9¢]��¦§¡I¡V¸�©��Z�%¢]¡0¹D�U¡0�6��¡IªI«U���T«�ªI��¨p¨UÁs¡��6¢]¡�­a�6¨U­a���d�]«U¡_�V��¦§¬U���T©.�q�p�����>­
Hd(X,Gd+1)

�2) ¡ � �T¢F�¿¬U�]�. �¡�©�¬U�q¡V¨��p¦§���6©>�q²��]¡4¢n�U¨p�0� Ê ¡V�
f : X⊗C → X

Ák¡_�]«U¡ � �U�p�]¡
¦§���q¬U«U��¢]¦��p�k���6��¡4��ÁB²��]«U¡����6��¨��6¢]�p���

R ⊂ C
� /U���v©��B²

j ≥ 0
Ì��p�v²B�p¡0¨��6¢�©	¦§���]¬U«6��¢]¦

f∗ : Hd(X ⊗ C,KM
d+j) → Hd(X,KM

d+j)
��'!���]¡0�. �¡0�0Ìk�]«U¡§�6©>�]�U�T©>¨y¬U�q�>ËF¡4�Z�q�p����´��� �¡4¢~©

«U��¦§��¦§���q¬U«U��¢n¦
Hd(X,KM

d+j) → Hd(X,KM
d+j/2K

M
d+j)

�
� "# 
,  
� � 
 �E �� ��%��s% � 3 = .:D�p j ≥ 1 �

+76�)
/>)	� I )>DJPQ)

Hd(X ⊗ C,KM
d+j)

f∗
// Hd(X,KM

d+j)
// Hd(X,KM

d+j/2K
M
d+j)

// 0

CO/�)	�[.<P,+ F



Î � �������	��
��
4 = 3�3@? F �e�_¢]������¡4¢¿�]��¢n«6�.ª �]«k©.�I�]«6¡v¢n¡4¹��6¡V�6�V¡���­�´��]���U¬6¢

⊕

x∈(X⊗C)(d)

KM
j (κ(x))

f∗
//

⊕

y∈X(d)

KM
j (κ(y)) //

⊕

y∈X(d)

KM
j (κ(y))/2KM

j (κ(y)) // 0

��¢�¡�¸U©����0��) ¡�«k©, �¡v�Fª¿�·����¢n�]���6���~�0©�¢]¡0¢0Ì���¡V¬s¡V�6�U�p�U´ ��� ªI«U¡��q«U¡V�
y
��¢�©	�V��¦§¬U¨�¡�¸!¬s�������

���¿©��q¡0©>¨s¬s�������4�%ÀB�U¬U¬s��¢]¡ � �T¢F�¿�]«6©>�
y
��¢I©�����¦�¬6¨p¡V¸�¬k���p�D�0�d³h«6¡V�	�]«U¡0�]¡~©>�q¡_�Fª¿��¬k���p�D�q¢

x1
©>�6�

x2
���

(X ⊗ C)(d)
�. �¡V�

y
©��6�	�]«U¡v©�Ák�. �¡�¢]¡0¹D�U¡0�6��¡~Ás¡0�V��¦§¡0¢

KM
j (C) ⊕KM

j (C)
f∗

// KM
j (C) // KM

j (C)/2KM
j (C) // 0

ªI«U¡0�]¡
f∗
��¢¿ËF�6¢F�~�q«U¡�¢n�U¦ � ªI«U���T«���¢�¢n�6�gËF¡4�Z�]�� �¡��Z��À��p�6�V¡ j ≥ 1

Ì
KM
j (C)

��¢
2
±e���� B��¢]��ÁU¨p¡

©��6���q«U¡V�q¡�­a���]¡
KM
j (C)/2KM

j (C) = 0
�

ÀB�U¬6¬k�D¢n¡§�U�.ª �q«6©.�
y
��¢�©	�]¡4©>¨y¬k���p�D�4��³h«U¡0�]¡���¢~���U¨�² ©·����¦§¬U¨�¡�¸ ¬s�����D���. �¡V�

y
©>�k�

�q«U¡v¢n¡4¹D�U¡V�6�V¡~Ák¡4����¦§¡4¢

KM
j (C)

f∗
// KM

j (R) // KM
j (R)/2KM

j (R) // 0.

Y_¡V�q¡
f∗
��¢
ËF�6¢F�§�q«U¡��q�q©��6¢n­a¡V�§¦�©>¬�´��p �¡V�|ÁB²Í�q«U¡·�p�6�V¨p�k¢n�����

R ⊂ C
� 
9�U�

KM
j (R)

��¢
ËF�6¢n�d�q«U¡_�����]¡4�Z�9¢]�U¦��>­�©

2
±<���� B��¢]�pÁ6¨p¡I´��]���U¬

D
´�¡V�U¡0�q©>�]¡0��ÁB²§¢n²B¦(Ás��¨�¢

{a1, . . . , aj}
ªI� �q«

ai > 0
©>�k� © ­g©��Z�]���

Z/2Z
´�¡0�U¡V�T©.�q¡0� ÁD²

{−1, . . . ,−1}
�&`��.ª

f∗
��¢�¢]�U�gËF¡4�Z�q�p �¡ ���

D � �6¢n¡ �p��7�Ì �d�q��¬s��¢]�p�]�����Í�V£k� »�£ ���h©>�6� 0
��� �q«U¡�¢]�UÁU´��]���U¬	´�¡V�U¡0�q©>�]¡4�	ÁB²

{−1, . . . ,−1}Ás¡0�0©>�6¢]¡
KM
j (C)

��¢
2
±<���p B��¢n��ÁU¨�¡��dÀB���]«6¡v¢n¡4¹��6¡V�6�V¡���¢h¡�¸U©��Z�0�

�

®_¢_©��V���q��¨�¨�©��]²�Ì�ª¿¡~´�¡V� #
� "# 
,  
� � 
 �E �� ��%��s%('*),+

X - )�. = )h.:9�/21V3�3:+�6f.�� D�) eM. = CE),+Wp d C�+�6�+ = C�e�CE.:9�Ph.:DJ3:D�CEPQ.#9 ->I D 8A!9�) F R 6�)>D0?,3 = .#D	p j ≥ 0 �
+�6�)B/>)�� I )>DJPQ)

Hd(X ⊗ C, Gd+j)
f∗

// Hd(X,Gd+j) // Hd(X, Id+j) // 0

CO/ / K 9lC�+�)��!.<P,+ � d 6�) = )U+76�) � = /2+�6�3:143:143 =WK 6�CO/Q1 CO/�C�DJA I PQ)hA - p +76�) � D�C�+g)�1V3 =WK 6!CO/21
f : X ⊗C → X

.#D�A4+76�) />)QPQ3#DJA - p4+�6�)B1V. K 3@?H/o6�)h.:eM),/
Gd+j → Id+j F 
 3 = )Q3#e#) = � +76�)1V3 =WK 6!CO/21X3c?
/o6�)Q.#e#)2/

Gd+j → KM
d+j

C�DJA I Ph),/0.:DUCO/>3:143 =WK 6!CO/21 Hd(X ⊗ C, Gd+j) →

Hd(X ⊗ C,KM
d+j) F

4 = 3�3@? F �e­ j = 0
Ìu�]«U��¢~��¢ � »�Ì�³h«6¡V���q¡V¦ �4»U� »U� £ �2©>�6� � »UÌ Ã ¡0¦�©>�qÂ ��7U�O¤����0» �X� ) ¡�¢n�6¬U¬k�D¢n¡

�U�.ª �]«k©.�
j ≥ 1

� /��p�T¢n�d��Á6¢]¡V�q �¡¿�]«k©.�0ÌB¢]�p�6�V¡
I(C) = 0

Ì�ª¿¡I«6©, �¡
Gj(C) = KM

j (C)
�d³h«6��¢

¬U�q�. �¡4¢d�q«U¡�¨�©�¢n�I©�¢]¢]¡V�]�]�����	�>­��]«U¡~�q«U¡V���]¡0¦·�y³h«6��¢�©�¨�¢]��¬U�]�. �¡0¢9�]«k©.�I�]«6¡v����¦§¬s��¢]� �q�p���

Hd(X ⊗ C, Gd+j)
f∗

// Hd(X,Gd+j) // Hd(X, Id+j)

��¢ �V¡V�q�§¢n���6��¡
�]«6¡�´��]���U¬6¢
Gj(κ(x))

©>�q¡��q«U¡ � ÁU�q¡
¬6�]�����6���q¢h��­
KM
j (κ(x))

©��6�
Ij(κ(x))�. �¡V�

Ij(κ(x))/Ij+1(κ(x))
­a���I©>�B²

x ∈ X(d) �a`��.ª �q¡V¦§¡V¦�Ák¡0�%�q«6©.�h�q«U¡V�q¡
��¢h©(�V��¦§¦(��±�T©.�]�� �¡�����©>´��q©�¦ �>­y¢n«U¡4©, �¡4¢9ªI«6��¢]¡~�V��¨��U¦§�6¢I©>�q¡~¡�¸U©����
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0

��

0

��

Id+j+1

��

Id+j+1

��

Gd+j //

��

Id+j

��

KM
d+j

//

��

Id+j/Id+j+1

��

0 0.³h«U��¢h²B�p¡0¨��6¢¿�]«U¡~­a��¨p¨��.ªI�p�6´§�V��¦§¦(�U�q©.�q�p �¡�����©�´��T©>¦

0

��

Hd(X, Id+j+1)

��

Hd(X, Id+j+1)

��

Hd(X ⊗ C, Gd+j) //

��

Hd(X,Gd+j) //

��

Hd(X, Id+j) //

��

0

Hd(X ⊗ C,KM
d+j)

//

��

Hd(X,KM
d+j)

//

��

Hd(X, Id+j/Id+j+1) //

��

0

0 0 0ªI«U¡0�]¡v�]«U¡§����¨p�U¦§�6¢�©>�k�·�]«U¡�¨�©�¢n�
¨��p�U¡�©>�q¡v¡�¸U©��Z�0�~®���¡0©�¢]²!�T«6©�¢]¡(¢]«U�.ª�¢I�q«6©.���]«6¡(¨��p�U¡
�����q«U¡�¦§���6��¨p¡���¢�©�¨�¢]��¡V¸U©��Z�4�

�`�¡V¸B�_ª9¡�¬6�]�. �¡
�q«6©.�
Hd(X ⊗ C,KM

d+j) = 0
­a���_¢n��¦§¡��p�D�]¡0�]¡4¢F�q�p�6´§©�¨p´�¡VÁU�T©�¢0� Ã ¡4�V©�¨p¨

�q«6©.��©§�q¡0©>¨u .©>�q��¡��F²
X
��¢I¢q©>�����]��Ás¡��q©>�]�����6©�¨s�p­

X ⊗ C
��¢IÁU���q©>�]�����6©�¨s�]�

Pd
�

� "# 
,  
� � 
 �E �� ��%���%�'s)>+
A - )\. /214353#+76

R 8 .:9 ;[) ->= . 3c?
A#C�1V),D�/2CE3#D
d F GJI5KLK 3M/>)T+�6�.#+

X = Spec(A)
CO/ = .#+WCE3#D�.#9 F R 6�)>D Hd(X ⊗ C,Kd+j) = 0

?,3 = .:D�p j ≥ 0 F
4 = 3�3@? F ÀB�6¬U¬k�D¢n¡ � �q¢n� j = 0

��³h«U¡V�
Hd(X ⊗ C,KM

d ) = CHd(X ⊗ C) = 0
Ák¡4�V©>�k¢n¡

X ⊗ C
��¢(�T©.�q�p���6©>¨X� ¥_¢]���U´(���V£UÌ9�9���]��¨p¨�©>�q²�¶U� £ �h©>�6� Ã ���p�]¦�©>� � ¢v�]«U¡0���q¡V¦·Ìy�]«U��¢�¢n«U�.ª�¢

�q«6©.�!©>�B² ¦§©>¸��p¦�©>¨�����¡0©�¨
m
���

A ⊗ C
��¢	�V��¦§¬U¨�¡��q¡ ���D�]¡V�T¢]¡0�Z�q�p����� Ê ¡��

{a1, . . . , aj}Ás¡!©>� ¡V¨�¡V¦§¡V�D���>­
KM
j (C) = KM

j ((A ⊗ C)/m)
� Ê ¡V�

(f1, . . . , fd)
Ák¡ © �q¡V´��U¨�©���¢]¡�±

¹D�U¡0�6��¡d´�¡V�U¡0�q©>�]���U´
m
���9���k¢n����¡V���]«U¡9¢n²B¦(Ás��¨

{fd, a1, a2, . . . , aj}
��¡ � �U¡4�~���~�]«6¡%�q¡0¢]�����6¡

� ¡0¨��6¢���­��]«U¡ ´�¡0�U¡V�q��� ¬k���p�D�q¢	�>­
(A ⊗ C)/(f1, . . . , fd−1)

���e� ��¡ � �U¡0¢ ©>� ¡V¨�¡V¦§¡V�D�·�>­
⊕x∈Spec(A⊗C)(d−1)KM

j+1(κ(x))
ªI«U�D¢n¡~Ás���U�6�6©>�q²���¢

{a1, . . . , aj}
�

�



Î � �������	��
��
/��p�k©>¨�¨p²�ÌUª9¡~´�¡�� #

�
���! �"#�!$ ��%��s%B'*),+
A - )0.4/21V3�3:+�6 R 8 .:9 ;[) ->= .]3c?�A:C�14)>D�/2CE3#D d d C�+�6Z+ = C�e5CE.#9 Ph.:DJ3:D�CEPQ.#9

->I DJA!9�) FHG	I5K<K 3#/>)
+76�.:+ X = Spec(A)
CO/ = .#+WCE3#D�.#9 F R 6�)>D

Hd(X,Gd+j) ' Hd(X, Id+j) '
⊕

C∈C

Z

d 6�) = ) C
CO/�+76�)]/>),+
3@?fPQ3:1 K .LP>+bPQ3#D	DJ)QP,+g)QA
Ph3:1 K 3#D�),D	+E/f3c? X(R) i ),D�AL3 d )hA d C�+76j+76�)

k I P>9lCEA:CE.#DU+m3 K 3:9n3o;LpQq F
4 = 3�3@? F ³h«U¡ � �q¢n�(��¢n��¦§���q¬U«U��¢n¦���¢���¨�¡0©��v�p�� D��¡Vª���­ �d�]��¬k�D¢n�p�]����� µ � £�©��6� �d�q��¬s��¢]� �q�p���
µ � µ �y³h«6¡~¢]¡0�V���6�	��¢n��¦����]¬6«U��¢]¦ ��¢yËF�6¢n� �d�]��¬k�D¢n�p�]����� µ �����

�

� ),1V. = � µ �l¼ F �e­ d ≥ 3
�]«U��¢%¢]«U�.ª�¢��]«k©.�

HomA1(X,Ad+1 \{0}) = Umd+1(A)/Ed+1(A)
� ªI«U���T«°��¢!��¢n��¦����]¬6«U��� �q� Hd(X,Gd+1)

�·��¢ ��¢]��¦§���q¬U«U��� �]� �q«U¡�����«U��¦§���]��¬B² ´��]���U¬
πd(X(R))

�

µ � ¤U� ��
 ��� � + � "#�!� $  ���� � � �<% ) ¡ � �T¢F���]¡4�V©�¨p¨%©!­a¡Vª��]«6�p�U´D¢V� Ê ¡��
A
Ás¡	©!�q¡V´��U¨�©>�

k
±

©�¨p´�¡VÁU�T©~�>­��U�p¦§¡V�k¢n�����
d
©��6��¨�¡��

P
Ák¡~©v¬U�q�>ËF¡4�Z�q�p �¡�¦§�B�U�U¨p¡��>­��q©��UÂ

d
�. �¡V�

A
�d³���¢n�6�T«

© ¦§�����U¨�¡�Ì����U¡��0©>� ©�¢q¢n���V��©>�]¡§©>�
^d�U¨�¡V����¨�©�¢q¢
c̃d(P ) � ���4¤��¿��� � »UÌ2�9«6©>¬��q¡V���4¶�����ªI«U���T«¢q©.�q� � ¡4¢��q«U¡�­a��¨�¨p�.ªI���U´�¬U�q��¬s¡V�]�F² � ¬U�q�. �¡0�!�p� �p�,¤��2� ­ d ≥ 4

Ìu�p� �O¼ �2�p­
d = 3

©>�k� ��� � »��2� ­
d = 2

��#
c̃d(P ) = 0

�p­y©��6� ���U¨�²��p­
P ' Q⊕ A

�
) ¡�Ák¡0´���� ªI�p�]«!©��]«6¡V���q¡V¦�#

�
���! �"#�!$ ��%���%u'*),+
A - )H.(/Q1V353#+76 R 8 .#9 ;[) ->= .
3@?t)>e#),D�A:C�14)>D�/2CE3:D d d C�+76b+ = C�e5CE.#9	PQ.:DJ3#D 8CEPQ.#9 ->I DJA�9n) F GJI5KLK 3M/>)Z+76�.:+ X = Spec(A)

CO/ = .#+WCE3#D�.#9 F R 6�),D +76�)f/,)>+b3@?�/2+g. - 9lpV? = )Q)1V3�A I 9n),/
3@? = .:D�� d CO/
CO/>3:143 =WK 6!CEP0+g3 ⊕

C∈C

Z �ud 6�) = ) C CO/N+76�)�/>),+�3c?�PQ3:1 K .LP>+rPh3:D�D�)hP>+g)hA
PQ3#1 K 3#DJ)>D�+ /
3c? X(R) i ),D�AL3 d )QA d C�+�6Z+�6�) k I P,9lCEA:CE.#D
+g3 K 3#9n3h;:pQq F
4 = 3�3@? F 
¿² �d�q��¬s��¢]�p�]�����·¶U����ÌB�]«6¡V�q¡���¢I©>�·¡V¸�©��Z��¢]¡0¹D�U¡V�k��¡

Hd(X,Gd+1) // C̃H
d
(X) // CHd(X) // 0.³h«U¡0���q¡V¦ µ � »6ÌU¢n«U�.ª�¢9�q«6©.�I�q«U��¢_¢n¡4¹��6¡V�6�V¡���¢I¡V¸�©��Z�I���	�]«6¡�¨p¡V­L�_©>¨�¢n�k�ÀB�U¬6¬k�D¢n¡~�q«6©.�

d ≥ 3
� 
¿¡0�0©>�6¢]¡
��­y³h«6¡V���q¡V¦ £6� ¾ ÌBª9¡�´�¡���©§¢n«6���]�h¡V¸U©��Z��¢]¡0¹D�U¡0�6��¡ #

0 // Umd+1(A)/Ed+1(A) // C̃H
d
(X) // CHd(X) // 0

©��6�
Umd+1(A)/Ed+1(A) '

⊕

C∈C

Z
ÁB² ³h«6¡V���q¡V¦ µ � »U��¥_¢]���U´ � ¶�Ì ��¼��eÌ�ª¿¡ ¢]¡V¡ �q«6©.�

�q«U¡!«U��¦§��¦����]¬6«U��¢]¦
Umd+1(A)/Ed+1(A) → C̃H

d
(X)

©�¢q¢]�B�V��©>�]¡0¢��q�|© ¢F�T©>ÁU¨�²|­a�q¡V¡
¦§�����U¨�¡

P � �]¡0¬U�]¡4¢n¡0�D�]���U´�©|�6�U�p¦§�����U¨�©>�	�]�.ª ��� �T¢�^%�U¨p¡0� �V¨�©�¢]¢0�"³h«6¡�^d�U¨�¡V�·��¨�©�¢q¢	�>­
Ad
Ás¡V���U´ �]�q�p B��©>¨XÌ_© �U�U��¦������6¨�©��	�q�.ª�����¦����U´�­a�]��¦

GLd+1
«k©�¢��]«U¡0�]¡V­a���q¡���¦§©�´�¡

0���
C̃H

d
(X)

� ³h«U¡�¡V¸�©��Z�	¢]¡0¹D�U¡0�6��¡ ©�Ák�. �¡ ¢n«6�.ª�¢��]«k©.�
GLd+1(A)

©��Z�T¢��]�q�� D��©>¨�¨�² ���
Umd+1(A)/Ed+1(A)

�%³h«U��¢I¬U�q�. �¡4¢d�q«U¡��]¡4¢n�6¨ ��ªI«U¡0�
d ≥ 4

�
ÀB�U¬6¬k�D¢n¡ �U�.ª �]«k©.�

d = 2
� 
¿¡0�0©>�6¢]¡���­�³h«U¡0���q¡V¦ £6������Ì_� �!¢n� ���V¡0¢	�]� ����¦�¬6���]¡

H2(A,G3)/SL3(A)
�2³h«U¡�¢]©�¦�¡�©��]´��U¦§¡V�D�%©�¢%©>Ás�. �¡�¢]«U�.ª�¢y�]«k©.�d�q«U¡
©��Z�]�����§��­

SL3(A)���
H2(A,G3)

��¢¿�q�]�� B��©�¨f�2³h«U��¢������6��¨��6��¡4¢¿�]«U¡�¬6�]�B�>­F�
�
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�<� �]«U¡v¢q©>¦§¡ 	k©, ����U�4ÌBª9¡~«6©, �¡ #

�
���! �"#�!$ ��%���%u'*),+
A - )H.(/Q1V353#+76 R 8 .#9 ;[) ->= .
3@?t)>e#),D�A:C�14)>D�/2CE3:D d d C�+76b+ = C�e5CE.#9	PQ.:DJ3#D 8CEPQ.#9 ->I DJA�9n) FfG	I5KLK 3M/>)�+�6�.#+ X = Spec(A)

CO/ = .#+WCE3#D�.#9 F R 6�),D .]/2+m. - 9lpN? = )Q) 1435A I 9n)]3c?
= .:D�� d 3:eM) = A CO/a? = )Q)�C ?
.#DJA]3#D	9lpVC ?NC�+ / k I 9n) = P>9n.#/h/NCO/ 0 F
4 = 3�3@? F ®_´�©>����ÌB�q«U¡�¡�¸U©�����¢n¡4¹��6¡V�6�V¡

Hd(X,Gd+1) // C̃H
d
(X) // CHd(X) // 0.

��¢
©�¨�¢]��¡V¸U©��Z�������]«U¡�¨p¡V­L��ÁD² ³h«6¡V���q¡V¦ µ � » ©>�6�·�q«U¡�«U��¦§��¦§���]¬U«6��¢]¦ Hd(X,Gd+1) →

C̃H
d
(X)

¢n¡0�6�U¢I©§¢F�T©>ÁU¨�²�­a�q¡V¡�¦§�����U¨�¡~�]�§� �T¢�^d�U¨�¡V�
��¨�©�¢q¢V�
�

®_¢h©���¡�¸U©>¦§¬U¨�¡�ÌB¨�¡��
Sd
��¡V�U���]¡
�]«U¡~©>¨�´�¡0ÁU�T©>���h�]¡4©>¨u¢n¬U«6¡V�q¡_�>­��U�p¦§¡V�k¢n�����

d
ÌB�X� ¡��

Sd =
Spec(R[x1, . . . , xd+1]/

∑
x2
i − 1)

�
�  	"M � � ��" + ��%32���% R 6�)
/,)>+t3@? /2+m. - 9lp(? = )Q)N1V3�A I 9n)2/�3@? = .#D � 2d

3#e#) = S2d CO/NCO/>3#1V3 =WK 6�CEP+g3
Z F 
 +tCO/H;<)>DJ) = .#+g)QA - pV+�6�)
+g.#D!;<)>D�+ -,I D�A!9n) F

4 = 3�3@? F ³h«U¡ � �q¢n�
¢n�q©>�]¡V¦§¡0���
��¢
©>�!��ÁB B�����6¢��V���q��¨�¨�©��]²��>­y�]«U¡�©>Ás�. �¡~�q«U¡V���]¡0¦ �I³h«U¡v­g©��Z��q«6©.�
H2d(S2d, G2d+1)

��¢v´�¡V�6¡V�T©.�]¡4� ÁD² �]«6¡���¨�©�¢q¢��>­h�q«U¡��q©��U´�¡0�D�(ÁU�U�6�U¨p¡���¢(©������k¢n¡V±
¹D�U¡0�6��¡~�>­ �d�q��¬s��¢]� �q�p��� µ �p���
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