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Abstract. In this work, we provide an integral `-adic realization
functor for Voevodsky's triangulated category of geometrical motives
over a noetherian separated scheme. Our approach to the realization
problem is to study �nite correspondences from the Nisnevich and
�etale local point of view. We set the existence of a local decompo-
sition for �nite correspondences which implies the existence of local
transfers. This result allows us to provide canonical transfers on the
Godement resolution of a Nisnevich sheaf with transfers and then to
carry out the construction of the `-adic realization functor. We also
give a moderate`-adic realization functor in some geometrical situa-
tions.
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Introduction

Nous nous int�eressons dans cet article �a la r�ealisation des motifs triangul�es
g�eom�etriques de V. Voevodsky sur un sch�ema noeth�erien s�epar�e S dans la
cat�egorie des coe�cients `-adiques de T. Ekedahl [11]1. M. Levine a construit
dans [25] une cat�egorie triangul�ee de motifs munie de foncteurs de r�ealisation
tr�es g�en�eraux. Ce travail fournit indirectement des foncteurs de r�ealisations
pour les motifs triangul�es de Voevodsky dans les cas o�u les cat�egories de [29]et
[25] sont �equivalentes �a savoir essentiellement le cas d'un corps parfait [25, 22].
Dans [18, 19] A. Huber fait directement le lien pour un corps de caract�eristique

1Nous renvoyons �a l'appendice A pour un rappel sur la constru ction de cette cat�egorie et
pour de plus amples pr�ecisions sur les notations utilis�ee s dans le cadre `-adique.
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608 Florian Ivorra

nulle entre les motifs triangul�es de Voevodsky et la cat�egorie des r�ealisations
mixtes de [16] en construisant un foncteur de r�ealisation mixte.

Nous commen�cons ce travail en remarquant que la construction de la cat�egorie
triangul�ee des motifs mixtes g�eom�etriques de [29] se g�en�eralise au sch�ema de
baseS, ce qui nous permet d'obtenir une cat�egorie triangul�ee tensorielle que
nous notons DM gm (S). L'approche faisceautique sur une base r�eguli�ere fait
l'objet d'un travail en cours de D-C. Cisinski et F. D�eglise commenc�e dans
[6]. En convenant de d�esigner par D+ (S;Z` ) la cat�egorie des coe�cients `-
adiques d�e�nie par T. Ekedahl [11], notre r�esultat principal | le th�eor�eme
4.3 | s'�enonce alors comme suit :

Th �eor �eme. Le foncteur de r�ealisation `-adique desS-sch�emas lisses de type
�ni

R` : Smop
S ! D+ (S;Z` )

X 7! R� X � � �
X ZS=`� :

se prolonge canoniquement en un foncteur triangul�e quasi-tensoriel2

DM gm (S)op ! D+ (S;Z` ): (1)

(a) Lorsque S est de type �ni sur un sch�ema noeth�erien r�egulier de dimen-
sion � 1, le foncteur (1) prend ses valeurs dansDb

c (S;Z` ) sous-cat�egorie
triangul�ee pleine form�ee des coe�cients constructibles.

(b) Lorsque S est de type �ni sur un corps �ni, le foncteur (1) induit un
foncteur triangul�e tensoriel

DM gm (S)op ! Db
m (S;Q` )

o�u le second membre d�esigne la cat�egorie des coe�cients`-adiques mixtes
de P. Deligne [8, 5].

L'approche des r�ealisations que nous adoptons repose essentiellement sur une
�etude locale pour les topologies de Nisnevich et �etale des correspondances �nies.
Le r�esultat fondamental �a ce sujet | la proposition 2.1 | consiste en un
ra�nement de la proposition 3.1.3 de [29] et assure l'existence d'une homotopie
canonique pour certains complexes de�Cech associ�es �a la d�ecomposition locale
d'un sch�ema pour la topologie de Nisnevich. Dans l'article [9] P. Deligneet A.
Goncharov ont utilis�e une approche similaire pour construire certains foncteurs
de r�ealisation. Nous renvoyons �a [21] pour le lien entre le travail de A. Huber
[18, 19] et le pr�esent article.

Dans certaines situations g�eom�etriques nous ra�nons �egalement la construction
pr�ec�edente en un foncteur de r�ealisation `-adique mod�er�ee | corollaire 4.17.

Les r�esultats contenus dans cet article ainsi que dans [21] proviennent de la
th�ese de doctorat de l'auteur [20].

2Nous renvoyons �a la d�e�nition B.1 pour ce qui concerne la ter minologie utilis�ee dans cet
article.
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R�ealisation `-Adique I 609

Conventions

Tout au long de ce travail, nous adoptons la convention suivante.

S d�esigne un sch�ema noeth�erien s�epar�e et ` un nombre premier
inversible sur S. Tous les sch�emas consid�er�es sont suppos�es
noeth�eriens et s�epar�es.

Nous sortirons parfois, de mani�ere anodine, de ce cadre en consid�erant des
r�eunions disjointes, non n�ecessairement �nies, de sch�emas pris au sens de la
convention pr�ec�edente. Cela sera notamment le cas dans la section 2. Nous
notons SchS (resp. VarS ) la cat�egorie des S-sch�emas (resp. desS-sch�emas de
type �ni) et nous d�esignons par SmS la cat�egorie des S-sch�emas lisses de type
�ni. Le morphisme structural d'un S-sch�ema X est not�e � X .

1 Motifs mixtes g �eom�etriques

Rappelons que sur un corps3 Voevodsky d�e�nit DM e�
gm �a partir de la cat�egorie

homotopique de la cat�egorie des complexes de vari�et�es lisses munies des corres-
pondances �nies, modulo les relations :
{ Mayer-Vietoris pour la topologie de Zariski
{ invariance par homotopie.
La construction que nous donnons ici est exactement la même (en se fondant
sur la th�eorie des correspondances �nies surS de Suslin-Voevodsky), �a une
di��erence pr�es : nous rempla�cons les relations de Mayer-Vietoris pour la to-
pologie de Zariski par leurs analogues en topologie de Nisnevich. Il y a donc
a priori plus de relations, mais il r�esulte de la proposition 4.1.23 de [20] et
du th�eor�eme 3.1.12 de [29] que les deux constructions co•�ncident sur un corps
parfait.

Avant d'introduire les correspondances �nies sur une base quelconque, nous
rappelons pour la commodit�e du lecteur quelques constructions tir�ees de [28],
r�ef�erence �a laquelle nous renvoyons pour un expos�e complet.

1.1 Quelques rappels sur les cycles relatifs

Soient K un corps, s un K -point de S. Un �epaississement des est la donn�ee
d'un trait O et d'une factorisation de s sous la forme

SpecO � //S

SpecK

s

<<xxxxxxxxx
�

OO

3Dans le texte de r�ef�erence [29], le sch�ema de base consid� er�e est un corps et pour les
besoins de la d�emonstration de la conjecture de Bloch-Kato, les constructions sont �etendues
�a des sch�emas simpliciaux lisses sur un corps dans [31].
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610 Florian Ivorra

o�u � est le point ferm�e de O et � un morphisme birationnel de O sur une
composante irr�eductible de S contenant le lieu s de s. Le point s est �epais
lorsqu'il admet un �epaississement. SoitZ un sch�ema �equidimensionnel sur S
de dimensionn dominant la même composante irr�eductible queO. Le sch�ema
O � S Z poss�ede une unique composante irr�eductibleZ dominant O et cette
derni�ere est plate et �equidimensionnelle surO de dimensionn. Supposons donn�e
un cycle � de la forme

� =
X

Z

� Z [Z ]

la somme �etant prise sur les sous-sch�emas ferm�es int�egresZ de X qui sont
�equidimensionnels surS de dimensionn, les � Z non nuls �etant en nombre �ni.
On peut associer �a � le cycle

(O; �; � )~ � :=
X

Z

� Z [Spec(K ) � O Z] (2)

la somme �etant restreinte aux sous-sch�emas ferm�es qui dominent la même com-
posante irr�eductible de S que O. On prendra garde n�eanmoins que pour un
K -point �epais s de S, le choix de l'�epaississement n'est pas unique et qu'en
toute g�en�eralit�e rien n'assure que les cycles (2) pour des �epaississements dis-
tincts soient �egaux. Ceci explique l'introduction dans [28, De�nition 3.1.3] du
groupe ab�elien P ropCyclequi (X=S; n) form�e des cycles

� =
rX

i =1

� i [Z i ]

v�eri�ant les deux conditions suivantes :
{ Les Z i sont des sous-sch�emas ferm�es int�egres deX �equidimensionnels et

propres surS de dimensionn 4.
{ Pour tout K -point �epais s de S, le cycle (O; �; � )~ � est ind�ependant de

l'�epaississement (O; �; � ) choisi.
L'op�eration essentielle sur les cycles relatifs est l'op�eration de changement de
base

� ~ : P ropCyclequi (X=S; n)Q ! P ropCyclequi (X T =T; n)Q

pour un morphisme de sch�emas� : T ! S qui est construite de sorte que l'on
ait

s~ � = ( O; �; � )~ �

pour un K -point �epais s et un �epaississement (O; �; � ) de ce dernier. En g�en�eral
un cycle obtenu par changement de base n'est pas n�ecessairement �a coe�cients
entiers, en revanche par construction les d�enominateurs pouvant apparâ�tre ne
peuvent avoir comme facteurs premiers que les caract�eristiques r�esiduelles de
S aux points images des points g�en�eriques des composantes irr�eductibles deT.

4Dans le casn = 0 cela revient �a dire que les Z i sont �nis et dominants sur une composante
irr�eductible de S.
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R�ealisation `-Adique I 611

Finalement on introduit le sous-groupecequi (X=S; n) de P ropCyclequi (X=S; n)
form�e des cycles universellement entiers c'est �a dire des cycles� tels que � ~ �
soit �a coe�cients entiers pour tout morphisme de sch�ema � : T ! S.
Le changement de base permet alors de d�e�nir l'op�eration Cor. Soient X un
S-sch�ema et Y un X -sch�ema. Supposons donn�es un cycle� 2 cequi (Y=X; n) et
un cycle � 2 cequi (X=S; m) que l'on �ecrit

� =
X

Z

� Z [Z ]

la somme �etant prise sur les sous-sch�emas ferm�es int�egres deX propres et
�equidimensionnels sur S de dimension m. Pour un tel sous-sch�ema, on a le
carr�e cart�esien

Y � X Z
( � Z )Y //

��
�

Y

��
Z

� Z //X

et on peut consid�erer le cycle

Cor(�; � ) =
X

Z

� Z (�Z )Y � �~
Z �

qui appartient �a cequi (Y=S; n + m) d'apr�es le corollaire 3.7.5 de [28]. Nous
utilisons dans la suite le lemme suivant.

Lemme 1.1. Soient X un S-sch�ema et p : Y ! Y 0 un morphisme de X -
sch�emas. Pour tout cycle � 2 cequi (Y=X; n) et � 2 cequi (X=S; m), on a

Cor(p� �; � ) = p� Cor(�; � )

dans cequi (Y 0=S; n+ m).

D�emonstration. Par lin�earit�e on peut supposer � = [ Z ] o�u Z est un sous-
sch�ema ferm�e int�egre de X . Notons � l'immersion ferm�ee correspondante, en
utilisant les notations du diagramme commutatif suivant

Y 0 � X Z
� Y 0 //

��

Y 0

����
��
��
��
��

Y � X Z

pZ
44jjjjjjjjj � Y //

$$JJJ
JJJ

Y

  @@@
@@

p
77oooooooooo

Z
� //X

la proposition 3.6.2 de [28] assure que

Cor(p� �; � ) = �Y 0� �~ p� � = �Y 0� pZ � �~ �

= p� �Y � �~ � = p� Cor(�; � ):
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612 Florian Ivorra

1.2 Correspondances finies

Hormis un survol dans [26, Appendix 1A], cette notion n'est disponible dans
la litt�erature que dans le cas des corps. L'extension aux sch�emas de base quel-
conques5 ne pr�esente aucune di�cult�e et s'av�ere une application de la th�eorie
g�en�erale des cycles relatifs de [28]. Nous �enon�cons sans d�emonstration certaines
propri�et�es �el�ementaires des correspondances �nies : on trouvera plus de d�etails
dans la th�ese de l'auteur [20,x2.1].

D�efinition 1.2. Soient X et Y deux S-sch�emas. LesS-correspondances �nies
de X dans Y sont les �el�ements du groupe ab�elien

cS (X; Y ) := cequi (X � S Y=X; 0):

La composition des correspondances �nies est fournie par la relation

� � � := pXY Z
XZ � Cor(pXY ~

X �; � ) (3)

dans laquelle� 2 cS (X; Y ) et � 2 cS (Y; Z).

Remarque 1.3. Dans la formule (3) donnant la composition pXY Z
XZ d�esigne la

projection de X � S Y � S Z sur X � S Z et pXY
X la projection de X � S Y sur

X . Nous utilisons ce type de notation pour les projections dans le reste de ce
travail.

Dans la suite nous utilisons la notation suivante.

Notation 1.4. Nous d�esignons par � p l'immersion ferm�ee X ,! X � S Y associ�ee
�a un morphisme de S-sch�emas p : X ! Y et par � p le graphe de ce dernier.
Celui-ci d�e�nit une correspondance �nie de X dans Y que nous notons [p].

Lemme 1.5. Soient X; Y; Z et W desS-sch�emas.

(a) �Etant donn�ees des correspondances �nies� 2 cS (X; Y ), � 2 cS (Y; Z) et

 2 cS (Z; W ) on a


 � (� � � ) = ( 
 � � ) � �:

(b) Pour tout morphisme de S-sch�emas p : X ! Y et toute correspondance
�nie � 2 cS (Y; Z) on a

� � [p] = p~ �:

(c) Pour tout morphisme de S-sch�emas p : Y ! Z et toute correspondance
�nie � 2 cS (X; Y ) on a

[p] � � = (id X � S p) � �:

(d) Pour tout morphisme de S-sch�emas p : X ! Y et q : Y ! Z on a

[q] � [p] = [ q � p]:

5Le cas plus restreint des sch�emas lisses de type �ni sur une b ase r�eguliere est trait�e dans
[6] en utilisant les multiplicit�es d'intersection de Serr e. Nous renvoyons �a la proposition 1.8
pour le lien entre ces deux approches.
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R�ealisation `-Adique I 613

En particulier le lemme 1.5 assure qu'en prenant pour objets lesS-sch�emas et
pour morphismes les correspondances �nies, on obtient une cat�egorie SchCorS

munie d'un foncteur pleinement �d�ele

[� ] : SchS ! SchCorS : (4)

qui �a un morphisme de sch�emas associe son graphe. La d�e�nition suivante est
donc licite :

D�efinition 1.6. Nous d�esignons par SchCorS la cat�egorie desS-sch�emas mu-
nis des correspondances �nies ayant pour objet lesS-sch�emas et dont les mor-
phismes sont donn�es par

HomSchCor S ([X ]; [Y ]) := cS (X; Y )

pour desS-sch�emasX et Y . La notation VarCor S (resp. SmCorS ) fait r�ef�erence
�a la sous-categorie strictement pleine obtenue en restreignant les objets aux
seuls sch�emas de type �ni surS (resp. lisses de type �ni sur S).

L'op�eration (( correspondance)) de [28] permet de d�e�nir un produit associatif
et commutatif sur les cycles relatifs via la composition

cequi (X=S; 0)



cequi (Y=S;0)

GF ED
� S

��� ~
Y=S 
 id

//
cequi (X � S Y=Y;0)



cequi (Y=S;0)

Cor //cequi (X � S Y=S;0):

Ce produit est compatible aux morphismes de changement de base. En posant
pour � 2 cS (X; Y ) et � 2 cS (X 0; Y 0)

� 
 � := ( pXX 0~
X � ) � X � S X 0 (pXX 0

X 0 � )

on d�e�nit sur la cat�egorie additive SchCor S une structure tensorielle naturelle
compatible via le foncteur (4) avec la structure mono•�dale sym�etrique induite
par le produit �br�e sur Sch S .

Remarque 1.7. �Etant donn�es des S-sch�emas X; Y et une correspondance �nie
� 2 cS (X; Y ), le carr�e

X
[� X ] //

�

��

X � S X

� 
 �

��
Y

[� Y ] //Y � S Y

n'est pas n�ecessairement commutatif lorsque� n'est pas une correspondance
�nie obtenue �a partir d'un morphisme de S-sch�emas.
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614 Florian Ivorra

La proposition suivante montre que la composition d�e�nie par les relations
(3) co•�ncident avec la composition des correspondances �nies pour les sch�emas
lisses de type �ni sur une base r�eguli�ere obtenue via la th�eorie de l'intersection
et consid�er�ee dans [29, 6].

Proposition 1.8. Supposons queS soit r�egulier et que X; Y; Z soient desS-
sch�emas lisses de type �ni. Alors pour toute correspondance �nie � 2 cS (X; Y )
et � 2 cS (Y; Z)

(a) les cyclespXY Z �
XY � et pXY Z �

Y Z � s'intersectent proprement,

(b) la composition des correspondances� et � est donn�ee par

� � � = pXY Z
XZ �

�
pXY Z �

XY � a pXY Z �
Y Z �

�

o�u a d�esigne le produit d'intersection.

Nous utiliserons dans la suite l'extension aux sch�emas munis des correspon-
dances �nies de l'op�eration classique de changement de base.�Etant donn�es
un morphisme de sch�emas� : T ! S et des S-sch�emas X; Y , nous pouvons
consid�erer le morphisme de changement de base induit par le morphisme� X

� ~
X : cequi (X � S Y=X; 0) ! cequi ((T � S X ) � S (X � S Y)=T � S X; 0):

Sachant que l'on a les isomorphismes

(T � S X ) � S (X � S Y) = T � S (X � S Y) = ( T � S X ) � T (T � S Y)

ce dernier nous donne en fait un morphisme de changement de base

T � S � : cS (X; Y ) ! cT (T � S X; T � S Y):

Nous noterons souvent� T la T-correspondance �nie obtenue par changement
de base �a partir d'une S-correspondance �nie� . Les propri�et�es �el�ementaires du
changement de base sont rassembl�ees dans le lemme ci-dessous.

Lemme 1.9. Soient � : T ! S un morphisme de sch�emas etX; X 0; Y; Y0; Z des
S-sch�emas.

(a) �Etant donn�ees � 2 cS (X; Y ) et � 2 cS (Y; Z), on a

� T � � T = ( � � � )T :

(b) �Etant donn�ees � 2 cS (X; Y ) et � 2 cS (Y; Y0), on a

� T 
 � T = ( � 
 � )T :

(c) Si p : X ! Y est un morphisme deS-sch�emas alors [p]T = [ pT ].
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R�ealisation `-Adique I 615

Le lemme 1.9 assure que le morphisme de changement de baseT � S � est
fonctoriel, tensoriel et qu'en outre le carr�e suivant est commutatif

SchS

[� ]

��

T � S � //SchT

[� ]

��
SchCorS T � S �

//SchCorT :

D�efinition 1.10. Soit S = SchS ; VarS ; SmS . Un pr�efaisceau avec transferts
sur S est un pr�efaisceau additif de groupes ab�eliens sur la cat�egorieSCorS . Un
faisceau Nisnevich (�etale) avec transferts est un pr�efaisceau avec transferts dont
la restriction �a S est un faisceau Nisnevich (resp. �etale). Nous notons ShtrNis (S)
(resp. Shtr

Et (S)) la cat�egorie des faisceaux Nisnevich (resp. �etales) avec transferts
sur S.

1.3 Motifs mixtes g �eom�etriques

La topologie de Nisnevich intervient dans cette sous-section via la d�e�nition
suivante.

D�efinition 1.11. On appelle carr�e distingu�e �el�ementaire pour la topologie de
Nisnevich, un carr�e cart�esien excisif de SmS

U � X V //

��
�

V

p

��
U

e //X

(5)

dans lequele est une immersion ouverte etp un morphisme �etale.

D�efinition 1.12. La cat�egorie DM e�
gm (S) est la cat�egorie triangul�ee tensorielle

DM e�
gm (S) = K b (SmCorS )=Egm (S)

obtenue par passage au quotient par la sous-cat�egorie triangul�ee �epaisseEgm (S)
de Kb (SmCorS ) engendr�ee par les complexes :
{ Homotopie :

[A1
X ]

[� ]
��! [X ] (6)

o�u X est un S-sch�ema lisse de type �ni et � la projection de A1
X sur X .

{ Mayer-Vietoris pour la topologie de Nisnevich:

[U � S X ] �! [U] � [V ]
[e]� ( � [p])
������! [X ] (7)

pour tout carr�e distingu�e �el�ementaire pour la topologie de Nisnevich de la
forme (5).
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616 Florian Ivorra

Remarque 1.13. Sachant que le complexe (6) est le cône dans Cb (SmCorS ) du
morphisme [A1

X ] ! [X ] induit par la projection et que le complexe (7) est le
cône du morphisme canonique entre le cône du morphisme de [U � X V] dans
[U] � [V ] et [X ], un foncteur triangul�e

F : Kb (SmCorS ) ! T

se prolonge �a la cat�egorie DM e�
gm (S) si et seulement si les deux conditions

suivantes sont v�eri��ees.

(a) Le morphisme F (A1
X ) ! F (X ) induit par la projection est un isomor-

phisme.

(b) Le triangle de Mayer-Vietoris

F (U � X V) ! F (U) � F (V ) ! F (X ) ! F (U � X V)[1]

est distingu�e.

D�efinition 1.14. La cat�egorie des motifs g�eom�etriques e�ectifs que nous no-
terons

DM e�
gm (S)

est l'enveloppe pseudo-ab�elienne de la cat�egorie triangul�eeDM e�
gm (S).

Remarque 1.15. La cat�egorie introduite �a la d�e�nition 1.14 poss�ede une struc-
ture naturelle de cat�egorie triangul�ee d'apr�es le th�eor�eme 1.5 de [4].

Nous notonsM le foncteur canonique

M : SmS ! DM e�
gm (S)

qui �a un S-sch�ema lisse de type �ni X associe son motif g�eom�etrique
M (X ) image de l'objet [X ] de SmCorS dans la cat�egorie des motifs mixtes
g�eom�etriques e�ectifs.

En posant DM e�
gm (S)(n) := DM e�

gm (S), on dispose d'un 2-syst�eme inductif,
index�e par l'ensemble ordonn�e Z, de cat�egories triangul�ees tensorielles

n 7! DM e�
gm (S)(n)

avec pour foncteurs de transition sim � n

� 
 Z(m � n) : DM e�
gm (S)(n) ! DM e�

gm (S)(m)

Par d�e�nition les cat�egories des motifs mixtes non e�ectifs sont donn�ees par les
2-colimites de ces syst�emes

DM gm (S) := 2-colim
n

DM e�
gm (S)(n):

Ces cat�egoriesDM gm (S) h�eritent d'une structure tensorielle. En e�et il s'agit
de voir que la permutation cyclique des facteurs du motifZ(1) 
 Z(1) 
 Z(1)
est l'identit�e dans DM e�

gm (S) et cette propri�et�e r�esulte du lemme 3.13 de [24].
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R�ealisation `-Adique I 617

2 Localisation des correspondances finies

Dans cette section nous donnons deux r�esultats de d�ecomposition locale des
correspondances �nies pour la topologie de Nisnevich. Nous utilisons de mani�ere
cruciale les propri�et�es des anneaux locaux hens�eliens lors de la construction de
ces d�ecompositions, en particulier ces derni�eres ne poss�edent pas d'analogue en
topologie de Zariski.

L'existence de ces d�ecompositions locales est aussi valable lorsque l'on remplace
la topologie de Nisnevich par la topologie �etale. Les d�emonstrationssont iden-
tiques �a condition de substituer les anneaux locaux strictement hens�eliens aux
anneaux locaux hens�eliens et nous avons choisi pour simpli�er la pr�esentation
de ne donner les d�etails que pour la topologie de Nisnevich. Les modi�cations
mineures �a e�ectuer lorsque l'on consid�ere la topologie �etale sont donn�ees dans
la sous-section 2.4.

2.1 Sch �emas d�ecompos �es

Nous dirons qu'un S-sch�ema est d�ecompos�e pour la topologie de Nisnevich
lorsqu'il est une r�eunion disjointe non n�ecessairement �nie de S-sch�emas locaux
hens�eliens. �A un S-sch�ema X on peut associer fonctoriellement unS-sch�ema
d�ecompos�e pour la topologie de Nisnevich

X h :=
a

x 2 X

X h
x

r�eunion disjointe sur les points de X des sch�emas locaux hens�eliensX h
x spectre

de l'anneau local hens�elienOh
X;x dont on notera le point ferm�e abusivement

par x. Pour tout point x de X on dispose du morphisme canonique

X h
x

//

l h
X;x

&&
Spec (OX;x ) //X

nous donnant un morphisme de sch�emaslhX : X h ! X .

La propri�et�e universelle des hens�elis�es se traduit par le fait que la composition
par lhX induit un isomorphisme

HomSchS (D; X h) = Hom SchS (D; X ) (8)

pour tout S-sch�ema D d�ecompos�e pour la topologie de Nisnevich. On remar-
quera que le morphisme

lhX h : (X h)h ! X h

n'est pas un isomorphisme en g�en�eral, mais qu'il admet cependant une section
canoniquesh

X identi�ant X h �a un sous-sch�ema ferm�e de (X h)h et provenant du
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fait que l'anneau local hens�elien deX h
x en son point ferm�e est canoniquement

isomorphe �a Oh
X;x :

X h
sh

X //

id X h

(X h)h
l h

X h //X h
l h
X //X

Autrement dit dans ( X h)h apparaissent des facteurs suppl�ementaires corres-
pondant aux points non ferm�es desX h

x .

2.2 Une homotopie canonique

�Etant donn�es un S-sch�ema X et un X -sch�ema U, nous notons �CX (U) le sch�ema
simplicial de �Cech dont lesn-simplexes sont donn�es par le produit �br�e sur X
de n + 1-copies deU

�CX (U)n = Un +1
X = U � X � � � � X U| {z }

n + 1 termes

la i -�eme d�eg�en�erescence � n
i �etant le morphisme de projection sur chaque facteur

sauf lei -�eme et la i -�eme face� n
i le morphisme induit par l'immersion diagonale

sur le i -�eme facteur. Ce sch�ema simplicial nous d�e�nit un complexe de �Cech
augment�e dans la cat�egorie des faisceaux Nisnevich avec transferts6

�CU=X : � � � ! Ztr [ �CX (U)n ]
dn! Ztr [ �CX (U)n � 1] ! � � � ! Ztr [X ]: (9)

dont la di��erentielle est donn�ee par la somme altern�ee des morphismes induits
par les d�eg�en�erescences

dn =
nX

i =0

(� 1)i (� n
i ) � :

Dans la suite nous nous int�eressons dans un premier temps aux sections de (9)
sur les sch�emas locaux hens�eliens puis nous ra�nons les r�esultats obtenus en
consid�erant cette fois les �bres pour la topologie de Nisnevich.

2.2.1 Cas des sections sur les sch �emas locaux hens �eliens

�Etant donn�e un S-sch�ema O, en prenant les sections surO du complexe de
�Cech pr�ec�edent on obtient un complexe de groupes ab�eliens

�CU=X (O) : � � � ! Ztr
�
U2

X

�
(O) ! Ztr [U](O) ! Ztr [X ](O) ! 0 ! � � � :

6Nous renvoyons �a d�e�nition 1.10 pour la notion de faisceau Nisnevich avec trans-
ferts. Ztr [X ] d�esigne selon les conventions usuelles le faisceau Nisnevich avec transferts
repr�esentable associ�e �a X .
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Le r�esultat essentiel assurant l'existence d'une d�ecomposition locale canonique
des correspondances �nies consiste en un ra�nement de la proposition 3.1.3 de
[29]. Cette derni�ere assure que lorsqueU est un recouvrement Nisnevich deX
et O est un sch�ema local hens�elien, le complexe�CU=X (O) est exact. Lorsque
l'on remplace le recouvrement NisnevichU par le sch�ema d�ecompos�e X h le
complexe

�CX h =X (O) : � � � ! Ztr
�
(X h)2

X

�
(O) ! Ztr [X h ](O) ! Ztr [X ](O) ! 0 ! � � �

(10)
est non seulement exact mais devient en fait canoniquement homotope �a z�ero.
Plus pr�ecis�ement :

Proposition 2.1. Soient X un S-sch�ema et O un S-sch�ema local hens�elien.
Il existe des morphismes canoniques

� h
O ;X;n : Ztr

�
(X h)n

X

�
(O) ! Ztr

�
(X h)n +1

X

�
(O) n � 0

satisfaisant aux deux propri�et�es suivantes.

(a) (Homotopie) On a pour tout n les relations

dn +1 � � h
O ;X;n + � h

O ;X;n � 1 � dn = id : (11)

(b) (Fonctorialit�e) �Etant donn�es un S-sch�ema local hens�elien O0 et une cor-
respondance �nie � 2 cS (O0; O), on a un carr�e commutatif

Ztr
�
(X h)n

X

�
(O)

Ztr [(X h )n
X ]( � )

//

� h
O 0;X;n

��

Ztr
�
(X h)n

X

�
(O0)

� h
O ;X;n

��
Ztr

�
(X h)n +1

X

�
(O)

Ztr [(X h )n +1
X ]( � )

//Ztr
�
(X h)n +1

X

�
(O0):

(12)

Remarque 2.2. En pratique pour les applications | [21, 22] et section 4 du
pr�esent article | seuls les cas n = 0 des propositions 2.1 et 2.7 nous seront
utiles.

D�emonstration. �Etant donn�e un sous-sch�ema ferm�e Z de O � S X �ni et
�equidimensionnel sur O, on note W le sous-sch�ema ferm�e deO � S X h d�e�ni
par le carr�e cart�esien

W
r //

�
��

Z

��
O � S X h //O � S X:
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Sachant que dans le carr�e pr�ec�edent les morphismes verticaux sont des immer-
sions ferm�ees et que

O � S (X h)n
X = O � S

0

@X h � X � � � � X X h
| {z }

n + 1 termes

1

A

= ( O � S X h) � (O� S X ) � � � � (O� S X ) (O � S X h)
| {z }

n + 1 termes

= ( O � S X h)n
O� S X

on voit que W n
Z est un sous-sch�ema ferm�e deO � S (X h)n

X . En particulier on a
des sous-groupes

cequi (W n
Z =O; 0) � Ztr

�
(X h)n

X

�
(O)

d�e�nissant un sous-complexe de (10)

� � � ! cequi (W 2
Z =O; 0) ! cequi (W 1

Z =O; 0) ! cequi (Z=O; 0) ! 0 � � � : (13)

Les complexes (13) sont fonctoriels pour l'inclusion des sous-sch�emas ferm�esZ
�nis et �equidimensionnels sur O et on voit que le complexe (10) est la colimite
sur de tels sous-sch�emas ferm�es de ces complexes. En e�et il s'agit de voir que
pour tout n

colim
Z

cequi (W n
Z ; O; 0) = Ztr

�
(X h)n

X

�
(O) (14)

la colimite �etant prise sur les sous-sch�emas ferm�es deO� S X �equidimensionnels
et �nis sur O. Soit W un sous-sch�ema ferm�e int�egre de O � S (X h)n

X
�equidimensionnel et �ni sur O. Comme les images deW par les morphismes

O � S (X h)n
X

morphisme
induit par

la i -�eme
projection

//O � S X h
O� S l h

X //O � S X

sont des sous-sch�emas ferm�es int�egres deO � S X �nis et �equidimensionnels
sur O, il existe un sous-sch�ema ferm�eZ �ni et �equidimensionnel sur O qui les
contient toutes. Pour un tel Z notre W est un sous-sch�ema ferm�e deW n

Z ce qui
prouve la relation (14).

Nous allons construire pour chacun des complexes (13) une homotopie cano-
nique. CommeZ est �ni sur le sch�ema local hens�elien O, il est lui même semi-
local hens�elien 7 donc d�ecompos�e pour la topologie de Nisnevich de la forme

Z =
a

z point ferm�e
de Z

Spec (OZ;z ) :

7Cette propri�et�e des anneaux hens�eliens est cruciale, un raisonnement analogue ne peut
donc s'appliquer �a la topologie de Zariski.
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En particulier la propri�et�e universelle (8) nous assure l'existence d'un unique
morphisme � Z factorisant la projection � Z de Z sur X sous la forme

Z
� Z

//

� Z

""
X h

l h
X

//X:

La propri�et�e universelle des produits �br�es nous fournit alors une section ca-
nonique � h

Z du morphisme r via le diagramme

Z

id Z

&&

� Z

##

� h
Z //W

r //

��
�

Z

��
� Z

��

O � S X h //

��
�

O � S X

��
X h

l h
X

//X:

(15)

On peut alors consid�erer les morphismes de sch�emas

� h
Z;n = � h

Z � Z idW n
Z

: W n
Z ! W n +1

Z :

Ces derniers v�eri�ent les relations pour i = 0 ; : : : ; n

� n +1
i +1 � � h

Z;n = � h
Z;n � 1 � � n

i � n +1
0 � � h

Z;n = id

ce qui assure que les morphismes induits sur les cycles �equidimensionnels

� h
O ;X;Z;n := ( � h

Z;n ) � : cequi (W n
Z =O; 0) ! cequi (W n +1

Z =O; 0)

d�e�nissent une homotopie entre l'identit�e du complexe (13) et le morphisme
nul.

Lorsque Z 0 est un sous-sch�ema ferm�e deO � S X �ni et �equidimensionnel sur
O contenant Z , les factorisations pr�ec�edemment obtenues sont compatibles

Z � Z

  

��

� Z !!BB
BB

BB
BB

X h
l h
X //X

Z 0
� Z 0

>>

� Z 0

==||||||||
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et en particulier la construction de la section � h
Z assure que le carr�e

Z
� h

Z //

��

W

��
Z 0

� h
Z 0 //W 0

est commutatif et donc que le diagramme obtenu au niveau des cycles
alg�ebriques

cequi (W n
Z =O; 0)

� h
O ;X;Z;n //

��

cequi (W n +1
Z =O; 0)

**VVVVVVVVVVV

��

Ztr
�
(X h)n +1

X

�
(O)

cequi ((W 0)n
Z 0=O; 0)

� h
O ;X;Z 0;n//cequi

�
(W 0)n +1

Z 0 =O; 0
�

44hhhhhhhhhhh

l'est aussi. En passant �a la colimite sur les sous-sch�emas ferm�esZ on obtient
ainsi un morphisme

� h
O ;X;n : Ztr

�
(X h)n

X

�
(O) ! Ztr

�
(X h)n +1

X

�
(O)

et ces derniers nous donnent une homotopie canonique du complexe (10).
Montrons maintenant que le carr�e (12) est commutatif autrement dit que l'o n
a l'�egalit�e

� h
O 0;X;n (� � � ) = � h

O ;X;n (� ) � �

pour toute correspondance �nie � 2 cS
�
O; (X h)n

X

�
. Fixons pour cela un sous-

sch�ema ferm�e Z de O� S X �ni et �equidimensionnel sur O de sorte qu'en notant
�n l'immersion ferm�ee de W n

Z dans O � S (X h)n
X on ait

� = ( �n ) � � � 2 cequi (W n
Z =O; 0):

De même �xons un sous-sch�ema ferm�eZ de O0 � S O �ni et �equidimensionnel
sur O0 de sorte qu'en notant � l'immersion ferm�ee de Z dans O0 � S O on ait

� = � � � � 2 cequi (Z=O0; 0):

Notons alors Z 00 le sous-sch�ema ferm�e deO0 � S O � S X d�e�ni par le carr�e
cart�esien

Z 00

fini

��

fini

��

//

�

Z

fini

��
Z //

fini

��

O

O0:
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Fixons d'autre part un sous-sch�ema ferm�e Z 0 de O0� S X �ni �equidimensionnel
sur O0 tel que l'on ait le carr�e commutatif

Z 00 //

��
fini

��

O0 � S O � S X

��
Z 0 //

fini
��

O0 � S X

wwooooooooo

O0

et convenons de noterW 00le sch�ema d�e�ni par le carr�e cart�esien

W 00 r 00
//

�� �

Z 00

��
O0 � S O � S X h //O0 � S O � S X:

Par d�e�nition Z 00est �ni sur le sch�ema local hens�elien O0, autrement dit semi-
local hens�elien et donc d�ecompos�e pour la topologie de Nisnevich de la forme

Z 00=
a

z00 point ferm�e
de Z 00

Spec (OZ 00;z 00) :

La propri�et�e universelle (8) nous assure comme pr�ec�edemment l'existence d'un
unique morphisme� Z 00 factorisant la projection � Z 00 de Z 00sur X sous la forme

Z 00
� Z 00

//

� Z 00

##
X h

l h
X

//X:

La propri�et�e universelle des produits �br�es nous fournit une section canonique
� h

Z 00 du morphisme r 00via le diagramme

Z 00

id Z 00

$$

� Z 00

((

� h
Z 00 //W

r 00
//

�� �

Z 00

��
� Z 00

vv

O0 � S O � S X h //

�� �

O0 � S O � S X

��
X h

l h
X

//X:
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On a par ailleurs le diagramme commutatif

Z 00
ED

BC

� Z 00

oo

~~}}
}}

}}
}}

!!BB
BB

BB
BB

� Z 00

��
Z

� Z //

� Z   AA
AA

AA
AA X h

l h
X

��

Z 0
� Z 0oo

� Z 0
}}||

||
||

||

X

ce qui assure que les carr�es suivants sont commutatifs

Z

� h
Z

��

Z 00 //oo

� h
Z 00

��

Z 0

� h
Z 0

��
W W 00 //oo W 0:

On obtient ainsi que le diagramme suivant dans lequelpn et qn d�esignent res-
pectivement les projections induites par les projections deZ 00sur Z et Z 0

(W 00)n +1
Z 00

pn +1

&&MMMMMM

qn +1

����
��

��
��

��
��

�
(W 00)n

Z 00

pn

%%LLL
LLL

L

qn

����
��

��
��

��
��

� h
Z 00;noo

(W 0)n +1
Z 0 (W 0)n

Z 0

� h
Z 0;noo

W n +1
Z W n

Z

� h
Z;noo

est commutatif. D'autre part on a un carr�e cart�esien

(W 00)n
Z 00

//

��
�

W n
Z

��
Z //O:

Cela donne ainsi

� h
O 0;X;n (� � � ) = � h

O 0;X;n

� �
pO 0� S O� S X

O 0� S X

�

�
CorO 0� S O =O 0

� �
pO 0� S O

O

� ~
�; �

��

= � h
O 0;X;n

h
(�0

n ) � (pn ) � CorZ =O 0

� �
pZ

O

� ~
�; �

�i

= ( �0
n +1 ) � (� h

Z 0;n ) � (pn ) � CorZ =O 0

� �
pZ

O

� ~
�; �

�

= ( �0
n +1 ) � (pn +1 ) � (� h

Z 00;n ) � CorZ =O 0

� �
pZ

O

� ~
�; �

�
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D'autre part en utilisant la proposition 3.6.2 de [28] et le lemme 1.1,on voit
que

(� h
Z 00;n ) � CorZ =O 0

� �
pZ

O

� ~
�; �

�
= CorZ =O 0

�
(� h

Z 00;n ) �
�
pZ

O

� ~
�; �

�

= CorZ =O 0

� �
pZ

O

� ~
(� h

Z;n ) � �; �
�

ce qui assure �nalement que

� h
O 0;X;n (� � � ) = ( �0

n +1 ) � (pn +1 ) � CorZ =O 0

� �
pZ

O

� ~
(� h

Z;n ) � �; �
�

=
h
p

O� S O 0� S (X h )n +1
X

O 0� S (X h )n +1
X

i

�
CorO 0� S O =O 0

� �
pO 0� S O

O

� ~
� h

O ;X;n (� ); �
�

= � h
O ;X;n (� ) � �:

2.2.2 Cas des fibres pour la topologie de Nisnevich

Consid�erons maintenant les �bres Nisnevich du complexe (9). Rappelons que
pour un point x 2 X on dispose d'un isomorphisme canonique

X h
x = lim

U 2 (V h
X;x )op

U

o�u Vh
X;x d�esigne la cat�egorie des voisinages Nisnevich a�nes dex. La �bre

Nisnevich d'un pr�efaisceau F au point x est alors donn�ee par

Fx = colim
U 2 (V h

X;x )op
F (U):

Plus g�en�eralement consid�erons la d�e�nition suivante.

D�efinition 2.3. Soit O un S-sch�ema. On appelle pr�esentation deO la donn�ee
d'un triplet (� ; U; u) v�eri�ant les conditions suivantes.
{ � est une cat�egorie co�ltrante.
{ U : � ! SchS ; � 7! U� est un syst�eme projectif deS-sch�emas index�e par � op

tel que pour tout morphisme � ! � de � le morphisme induit U� ! U� soit
plat et a�ne.

{ u est un isomorphisme deS-sch�emas O ! lim � 2 � op U� .

Exemple 2.4. La cat�egorie Vh
X;x des voisinages Nisnevich a�nes dex fournit

une pr�esentation naturelle du sch�ema local hens�elien X h
x . De même pour un

point y 2 X h
x en remarquant que l'on a un isomorphisme canonique

(X h
x )h

y = lim
U 2 (V h

X;x )op ;V 2 (V h
U;z )op

V

on obtient une pr�esention naturelle du S-sch�ema local hens�elien (X h
x )h

y . On
remarquera que lorsqueX est (lisse) de type �ni sur S les sch�emas apparaissant
dans les syst�emes projectifs pr�ec�edemment d�ecrit sont tous (lisses) de type �ni
sur S.
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Notation 2.5. �Etant donn�es un S-sch�ema X et une pr�esentation d'un S-sch�ema
O0 il sera commode de disposer des groupes ab�eliens8

cS fO ; X g := colim
� 2 � op

cS (U� ; X )

cS (O0; Og := lim
� 2 � op

cS (O0; U� ) cS fO 0; Og := lim
� 2 � op

cS fO 0; U� )

Lorsque F est un pr�efaisceau (avec transferts) on pose �egalement

F fOg := colim
� 2 � op

F (U� )

de sorte queZtr [X ]fOg = cS fO ; X ) avec les notations pr�ec�edentes.

On dispose via u d'un morphisme naturel F fOg ! F (O) et les transferts
induisent des morphismes naturels s'inscrivant dans un diagramme commutatif

cS fO 0; O) 
 F fOg //

��

cS fO 0; O) 
 F (O)

��
cS fO 0; Og 
 F fOg //

��

F fO 0g

��
cS (O0; Og 
 F fOg //F (O0)

cS (O0; O) 
 F fOg

OO

//cS (O0; O) 
 F (O):

OO

(16)

�Etant donn�e un �el�ement � 2 cS fO 0; O) ou plus g�en�eralement un �el�ement � 2
cS fO 0; Og nous d�esignerons dans la suite par

F f � g : F fOg ! F fO 0g

le morphisme induit. On remarquera que si� 2 cS fO 00; O0) et � d�esigne l'image
de � dans cS (O0; O) on a la relation

F f � � � g = F f � g � F f � g:

Nous noterons �egalementF f � g : F fOg ! F (O0) le morphisme induit par un
�el�ement � 2 cS (O0; Og. Le lemme suivant nous sera tr�es utile dans la suite :

Lemme 2.6. �Etant donn�es un S-sch�ema X et une pr�esentation d'un S-sch�ema
O. Le morphisme canonique

Ztr [X ]fOg ! Ztr [X ](O)

est injectif.
8Ces notations peuvent sembler ambigu•es �a priori puisque l 'on n�eglige de pr�eciser

la pr�esentation choisie. N�eanmoins dans la suite cela n'e ntrainera aucune confusion, la
pr�esentation �etant clairement d�e�nie par le contexte. D ans le cas des hens�elis�es nous uti-
liserons les pr�esentations d�ecrites dans l'exemple 2.4.
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D�emonstration. Pour tout � 2 �, le morphisme O ! U� est plat et ainsi

cS (U� ; X ) = cequi (U� � S X=U� ; 0) ! cS (O; X ) = cequi (O � S X=O; 0)

est donn�e par un simple changement de base plat. Soit� 2 cS (U� ; X ) une
correspondance dont l'image danscS (O; X ) soit nulle. �Etant donn�e � 2 � =� ,
si Z � d�esigne le support de l'image � � dans cS (U� ; X ) de � , il s'ensuit que
la limite projective du syst�eme � 7! Z � est vide. Le th�eor�eme 8.10.5 de [14]
assure alors queZ � est vide pour � su�samment grand et donc que � � = 0.
L'injectivit�e en r�esulte.

Dans la situation pr�ec�edente il est possible de ra�ner la proposition 2.1 sous
la forme suivante.

Proposition 2.7. �Etant donn�es un S-sch�ema X et une pr�esentation d'un S-
sch�ema local hens�elien O. Il existe d'uniques morphismes

f � gh
O ;X;n : Ztr

�
(X h)n

X

�
fOg ! Ztr

�
(X h)n +1

X

�
fOg n � 0

satisfaisant aux deux propri�et�es suivantes.

(a) (Homotopie) On a pour tout n les relations

dn +1 � f � gh
O ;X;n + f � gh

O ;X;n � 1 � dn = id : (17)

(b) (Compatibilit�e) Le carr�e suivant est commutatif

Ztr
�
(X h)n

X

�
fOg

f � gh
O ;X;n //

��

Ztr
�
(X h)n +1

X

�
fOg

��
Ztr

�
(X h)n

X

�
(O)

� h
O ;X;n //Ztr

�
(X h)n +1

X

�
(O):

(18)

D�emonstration. L'unicit�e de tels morphismes d�ecoule imm�ediatement de la
commutativit�e de (18) et du lemme 2.6. Il su�t donc de donner une construc-
tion de ces morphismes en ra�nant la preuve de la proposition 2.1. Introduisons
la cat�egorie C dont les objets sont les couples (�; Z ) o�u � 2 � et Z est un sous-
sch�ema ferm�e de U� � S X �ni et �equidimensionnel sur U� . L'ensemble des
morphismes de (�; Z ) dans (� 0; Z 0) �etant r�eduit �a un �el�ement si le sch�ema ZO

est contenu dansZ 0
O et vide dans le cas contraire.�Etant donn�e ( �; Z ) 2 C, on

note W le sous-sch�ema ferm�e deV � S X h d�e�ni par le carr�e cart�esien

W
r //

�
��

Z

��
U� � S X h //U� � S X
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ce qui fournit le complexe

� � � ! colim
� 2 (� =� )op

cequi ((WU � )n +1
Z U �

=U� ; 0) ! colim
� 2 (� =� )op

cequi ((WU � )n
Z U �

=U� ; 0) ! � � � :

(19)

Ces complexes sont fonctoriels par rapport aux morphismes dansC et en re-
marquant que

colim
( �;Z )2C

colim
� 2 (� =� )op

cequi ((WU � )n
Z U �

=U� ; 0) = Ztr (X h)n
X fOg

on voit que le complexe �CX h =X fOg est la colimite sur C des complexes (19).
Nous allons construire comme pr�ec�edemment une homotopie canonique pour
chacun de ces complexes. Il r�esulte de la preuve de la proposition 2.1 que le
morphisme rO : WO ! ZO poss�ede une section canonique

� h
Z O

: ZO ! WO :

En particulier quitte �a remplacer ( �; Z ) par ( �; Z U � ) pour un certain �el�ement
� 2 (� =� )op cette section se rel�eve en une section du morphismer

� h
Z : Z ! W:

On peut alors consid�erer pour tout � 2 (� =� )op les morphismes de sch�emas

� h
Z U � ;n = � h

Z U �
� Z U �

id(W U � )n
Z U �

: (WU � )n
Z U �

! (WU � )n +1
Z U �

:

Ces derniers v�eri�ent les relations pour i = 0 ; : : : ; n

� n +1
i +1 � � h

Z U � ;n = � h
Z U � ;n � 1 � � n

i � n +1
0 � � h

Z U � ;n = id

ce qui assure que les morphismes induits sur les cycles �equidimensionnels

f � gh
O ;X; ( �;Z ) ;n :=

colim� 2 (� =� )op cequi ((WU � )n
Z U �

=U� ; 0)

colim � 2 (� =� ) op ( � h
Z U � ;n ) �

��
colim� 2 (� =� )op cequi ((WU � )n +1

Z U �
=U� ; 0)

d�e�nissent une homotopie entre l'identit�e du complexe (19) et le morphisme
nul.

Supposons donn�e un morphisme (�; Z ) ! (� 0; Z 0) dans C. Il r�esulte de la preuve
de la proposition 2.1 que le carr�e

ZO

� h
Z O //

��

WO

��
Z 0

O

� h
Z 0

O //W 0
O
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commute. Il existe donc� 2 � et des morphismes �  � ! � 0 tels que le carr�e

ZU �

� h
Z U � //

��

WU �

��
Z 0

U �

� h
Z 0

U � //W 0
U �

soit commutatif. Cela entrâ�ne que le carr�e

colim
� 2 (� =� )op

cequi ((WU � )n
Z U �

=U� ; 0)

f � gh
O ;X; ( �;Z ) ;n

//

��

colim
� 2 (� =� )op

cequi ((WU � )n +1
Z U �

=U� ; 0)

��
colim

� 2 (� =� 0)op
cequi ((W 0

U �
)n
Z 0

U �
=U� ; 0)

f � gh
O ;X; ( � 0;Z 0) ;n

// colim
� 2 (� =� 0)op

cequi ((W 0
U �

)n
Z 0

U �
=U� ; 0)

l'est aussi et en passant �a la colimite surC on obtient ainsi des morphismes

f � gh
O ;X;n : Ztr

�
(X h)n

X

�
fOg ! Ztr

�
(X h)n +1

X

�
fOg

fournissant une homotopie canonique du complexe�CX h =X fOg . Il r�esulte
imm�ediatement de la construction que le carr�e (18) est commutatif.

Par application du lemme 2.6, la commutativit�e du carr�e sup�erieur de (16)
ainsi que celle du carr�e (12) assurent que les morphismes construits dans la
proposition pr�ec�edente satisfont �egalement le lemme suivant.

Lemme 2.8. (Fonctorialit�e) �Etant donn�es une pr�esentation d'un S-sch�ema local
hens�elien O0 et un �el�ement � 2 Ztr [O]fO 0g, on a un carr�e commutatif

Ztr
�
(X h)n

X

�
fOg

Ztr [(X h )n
X ]f � g

//

f � gh
O 0;X;n

��

Ztr
�
(X h)n

X

�
fO 0g

f � gh
O ;X;n

��
Ztr

�
(X h)n +1

X

�
fOg

Ztr [(X h )n +1
X ]f � g

//Ztr
�
(X h)n +1

X

�
fO 0g:

Corollaire 2.9. Soit X un S-sch�ema. Le complexe de faisceaux Nisnevich
avec transferts �CX h =X est universellement exact au sens de Grayson [12].

D�emonstration. Il su�t de v�eri�er que pour toute pr�esentation d'un S-sch�ema
local hens�elien O le complexe

�CX h =X fOg : � � � ! Ztr
�
(X h)2

X

�
fOg ! Ztr [X h ]fOg ! Ztr [X ]fOg ! 0 ! � � �

est universellement exact au sens de Grayson. Ceci d�ecoule de la proposition
2.1 puisque cette derni�ere assure que�CX h =X fOg est en fait homotope �a z�ero
donc �a fortiori universellement exact au sens de Grayson .
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Remarque 2.10. En d�epit de la fonctorialit�e | lemme 2.8 | des homotopies
construites dans la proposition 2.7, ces derni�eres ne peuvent g�en�eralement pas
se relever en des morphismes de faisceaux avec transferts. En particulier le
complexe de faisceaux Nisnevich avec transferts

�CX h =X : � � � ! Ztr
�
(X h)2

X

�
! Ztr [X h ] ! Ztr [X ] ! 0 ! � � �

bien qu'exact d'apr�es le corollaire 2.9 n'est pas homotope �a z�ero en g�en�eral.

2.3 D �ecomposition locale

2.3.1 Premi �ere d �ecomposition locale

Nous abordons maintenant la d�ecomposition locale d'une correspondance �nie
pour la topologie de Nisnevich. Les morphismes de sch�emaslhX;x nous donnent
un morphisme naturel

M

x 2 X

cS
�
O; X h

x

� P
x 2 X [l h

X;x ]��
���������! cS (O; X ): (20)

La remarque suivante r�esulte imm�ediatement de la d�e�nition des correspon-
dances �nies.

Remarque2.11. On a un isomorphisme naturelcS (O; X h) =
L

x 2 X cS
�
O; X h

x

�

s'ins�erant dans le triangle commutatif

L
x 2 X cS

�
O; X h

x

�
P

x 2 X [l h
X;x ]��

//cS (O; X )

cS (O; X h):
[l h

X ]��

44iiiiiiiiiiiiiiiiiii

Lorsque O est hens�elien, la proposition pr�ec�edente nous permet d'�ecrire une
correspondance �nie� 2 cS (O; X ) sous la forme d'une somme de contributions
locales

� =
X

x

[lhX;x ] � � x � x 2 cS
�
O; X h

x

�

la correspondance� x �etant canoniquement d�etermin�ee par � . Plus pr�ecis�ement
on peut d�eduire de la proposition 2.1 l'�enonc�e suivant.

Corollaire 2.12. Soient X un S-sch�ema et O un S-sch�ema local hens�elien.
Il existe un morphisme canonique

cS (O; X )
� h

O ;X���!
M

x 2 X

cS
�
O; X h

x

�
(21)

satisfaisant les propri�et�es suivantes.
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(a) � h
O ;X est une section du morphisme (20) telle que le carr�e

cS (O; X )
� h

O ;X //

cS ( �;X )

��

L
x 2 X cS

�
O; X h

x

�

cS ( �;X h
x )

��
cS (O0; X )

� h
O 0;X //L

x 2 X cS
�
O0; X h

x

�

(22)

soit commutatif pour tout sch�ema local hens�elien O0 et toute correspon-
dance �nie � 2 cS (O0; O).

(b) Pour un S-morphisme g : O ! X la composante suivant le pointx de
l'image de [g] par (21) est donn�ee par

� h
O ;X ([g])x =

(
[g] si x = �
0 sinon

� �etant l'image du point ferm�e de O et g le morphisme d�eduit de g

Spec(O)
g //

g

$$
X h

x

l h
X;x //X:

D�emonstration. Le premier point est une cons�equence imm�ediate de la propo-
sition 2.1. En e�et le morphisme

cS (O; X )
� h

O ;X; 0//

� h
O ;X

))
cS (O; X h)

L
x 2 X cS

�
O; X h

x

�

est une section du morphisme (20) d'apr�es la relation d'homotopie (11), et la
commutativit�e du diagramme (22) n'est autre que celle du diagramme (12).

Consid�erons donc la seconde assertion. Pour reprendre les notations utilis�ees
dans la d�emonstration de la proposition 2.1, nous d�esignons parZ le sous-
sch�ema ferm�e de O � S X graphe du morphismeg et par W le sch�ema d�e�ni
par le carr�e cart�esien

W
r //

��
�

Z

��
O � S X h //O � S X:

Le sous-sch�ema ferm�e Z s'identi�e �a l'immersion ferm�ee � g : O ! O � S X
et l'on voit que le morphisme � Z de la d�emonstration de la proposition 2.1
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s'identi�e �a la compos�ee de g et du morphisme d'inclusion � : X h
x ! X h . Dans

ce cas le diagramme (15) est donc de la forme

O

id O

&&

� � g

##

� h
Z //W

r //

��
�

O

� g

��
g

��

O � S X h //

��
�

O � S X

��
X h

l h
X //X

ce qui prouve que (� h
Z ) � ([g]) = [ g]. Par construction du morphisme � h

O ;X cela
se traduit par

� O ;X ([g])x =

(
[g] si x = �
0 sinon

qui n'est autre que l'�egalit�e souhait�ee.

Remarque 2.13. Supposons queX soit lui même un sch�ema local hens�elien de
point ferm�e s. On a vu que pour une correspondance �nie� 2 cS (O; X ) on
avait une d�ecomposition locale

� =
X

x 2 X nf sg

[lhX;x ] � � x

| {z }
contribution des points

non ferm�es

+ � s:

En g�en�eral les correspondances� et � s ne sont pas �egales, autrement dit les
points non ferm�es de X ont une contribution non nulle dans la d�ecomposition
locale. Prenons par exemple le cas o�u� est la correspondance �nie associ�ee �a
un morphisme de sch�ema. On voit d'apr�es la seconde assertion du corollaire
2.12 que

� s =

(
� si le morphisme est local
0 sinon.

et que de plus lorsque le morphisme est local non seulement la contribution
globale des points non ferm�es est nulle mais encore chaque correspondance� x

associ�ee �a un point non ferm�e est nulle.

Compte tenu de la remarque 2.11, le morphisme donnant la d�ecomposition
locale peut être vu comme un morphisme

� h
O ;X : cS (O; X ) ! cS (O; X h): (23)
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On dispose d'un morphisme d'inclusion

[sh
X ] � � : cS (O; X h) ! cS (O; (X h)h)

et d'un morphisme de localisation

� h
O ;X h : cS (O; X h) ! cS (O; (X h)h):

Ces morphismes ne co•�ncident naturellement pas comme on le voit d�ej�a avec
la remarque 2.13. Sachant que le morphismelhX h n'est pas un isomorphisme en
g�en�eral, il est l�egitime de se demander si l'on obtient plus d'informations en
localisant �a nouveau le r�esultat fourni par le morphisme (23). Le lemme suivant
montre qu'il n'en est rien.

Lemme 2.14. Soient X un S-sch�ema et O un S-sch�ema local hens�elien. Le
diagramme suivant est commutatif

cS (O; X )
� h

O ;X //

� h
O ;X

��

cS
�
O; X h

�

� h

O ;X h

��
cS

�
O; X h

� [sh
X ]�� //cS

�
O; (X h)h

�
:

(24)

D�emonstration. Fixons une correspondance �nie� 2 cS (O; X ) et d�esignons par
Z son support qui est un sous-sch�ema ferm�e deO� S X �ni et �equidimensionnel
sur O. Notons Z le support de la correspondance �nie

� h
O ;X (� ) 2 cS

�
O; X h �

qui est un sous-sch�ema ferm�e deO � S X h �ni et �equidimensionnel sur O. On
a alors un diagramme commutatif

Z //

id Z

''

��
�

W //

��
�

Z

��
W //

��
�

Y //

��
�

W //

�
��

�

Z

��
O � S X h //

id O� S X h

66O � S (X h)h //O � S X h //O � S X:

Le sch�ema Z est semi-local hens�elien donc de la forme

Z =
a

z point ferm�e
de Z

Spec (OZ;z ) :
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Notons z1; : : : ; zn ses points ferm�es et d�esignons parx1; : : : ; xn leur projection
sur X . Par construction de la section� h

Z , le diagramme (15) est commutatif et

� h
O ;X (� ) = � � (� h

Z ) � (� ):

En particulier on voit que les points ferm�es du sch�ema semi-localZ se projettent
n�ecessairement surx1; : : : ; xn . Cela entrâ�ne que� h

Z est en fait le morphisme
d'inclusion de Z dans W et donc que

� h
O ;X h

h
� h

O ;X (� )
i

= � h
O ;X (� )

dans cS
�
O; (X h)h

�
. Ce qui prouve la commutativit�e du diagramme (24).

En particulier lorsque l'on se donne une correspondance �nie� 2 cS (X; Y ), on
peut associer �a un point x de X et un point y de Y une correspondance �nie
� x;y du sch�ema X h

x dans le sch�emaY h
y donn�ee par

� x;y := � h
X h

x ;Y
(� � [lhX;x ])y

On obtient ainsi une d�ecomposition locale pour la topologie de Nisnevich dela
correspondance� de la forme

� � [lhX;x ] =
X

y2 Y

[lhY;y ] � � x;y :

Notation 2.15. Pour un morphisme deS-sch�ema g : X ! Y et un point x nous
notons gh

x le morphisme de sch�emas locaux hens�eliens d�eduit deg

X
g //Y

X h
x

l h
X;x

OO

gh
x //Y h

g(x ) :

l h
Y;g ( x )

OO

La proposition suivante explicite le comportement par composition et it�eration
de cette d�ecomposition ainsi que la nature de la d�ecomposition obtenue dans
le cas d'un morphisme de sch�emas.

Proposition 2.16. Soient X; Y et Z desS-sch�emas.

(a) �Etant donn�ees des correspondances �nies� 2 cS (X; Y ) et � 2 cS (Y; Z),
on a pour tout point x 2 X et z 2 Z l'�egalit�e

(� � � )x;z =
X

y2 Y

� y;z � � x;y : (25)

(b) �Etant donn�e un morphisme g : X ! Y de S-sch�emas on a

[g]x;y =

( �
gh

x

�
si y = g(x)

0 sinon.
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(c) �Etant donn�ee une correspondance �nie � 2 cS (X; Y ), on a l'�egalit�e dans
cS

�
X h

x ; (Y h
y )h

z

�

(� x;y )x;z =

(
� x;y si z = y
0 sinon

pour tout point x de X et tout point z du sch�ema local hens�elienY h
y .

D�emonstration. Le second point est une cons�equence imm�ediate du corollaire
2.12. La formule de composition (25), se d�eduit des �egalit�es

(� � � )x;z = � h
X h

x ;Z

�
� � � � [lhX;x ]

�

z
= � h

X h
x ;Z

0

@
X

y2 Y

� � [lhY;y ] � � x;y

1

A

z

=
X

y2 Y

� h
Y h

y ;Z

�
� � [lhY;y ]

�
z � � x;y

=
X

y2 Y

� y;z � � x;y

dans lesquelles nous avons utilis�e la commutativit�e du diagramme (22). La
derni�ere assertion est quant �a elle un corollaire du lemme 2.14.

Nous donnons maintenant le lien entre la d�ecomposition locale du produit ten-
soriel de deux correspondances �nies et le produit tensoriel des d�ecompositions
locales. �Etant donn�es deux S-sch�emasX et Y , la propri�et�e universelle (8) nous
donne un morphisme

(X � S Y)h
mh

X;Y //

l h
X � S Y ((PPPPPPPPPPPP X h � S Y h

( l h
X ) � S ( l h

Y )

��
X � S Y:

Ces morphismes font du foncteur (� )h un foncteur quasi-mono•�dal sym�etrique.
Lorsque l'on se �xe un point e du produit X � S Y se projetant sur x et y on a
une factorisation

(X � S Y)h
e

��

mh
X;Y;e //(X h

x ) � S (Y h
y )

��
(X � S Y)h

mh
X;Y //X � S Y:

Le comportement des d�ecompositions locales par rapport au produit tensoriel
des correspondances �nies est donn�e par le r�esultat suivant.

Documenta Mathematica 12 (2007) 607{671



636 Florian Ivorra

Proposition 2.17. Soient X; Y; X 0; Y 0 des S-sch�emas, � 2 cS (X; X 0) et � 2
cS (Y; Y0) des correspondances �nies. Pour tout pointe de X � S Y et tout point
x0 de X 0 et y0 de Y 0, on a l'�egalit�e

�
� x;x 0 
 � y;y 0

�
�

h
mh

X;Y;e

i
=

X

e0 point de X 0 � S Y 0

se projetant sur x 0 et y0

h
mh

X 0;Y 0;e0

i
�

�
� 
 �

�

e;e0

dans cS

�
(X � S Y)h

e ; (X 0)h
x 0 � S (Y 0)h

y0

�
.

D�emonstration. Pour simpli�er convenons de noter E le produit X � S Y, E 0

le produit X 0 � S Y 0 et de d�esigner par E 0
x 0y0 l'ensemble des points deE 0 se

projetant sur x0 et y0. Le lemme sera d�emontr�e lorsque nous aurons v�eri��e la
formule

[mh
X 0;Y 0] � � h

E h
e ;E 0

� �
� 
 �

�
� [lhE;e ]

�

=
h
� h

X h
x ;X 0

�
� � [lhX;x ]

�

 � h

Y h ;Y 0

�
� � [lhY;y ]

� i
� [mh

X;Y;e ]:
(26)

En e�et on a d'une part

[mh
X 0;Y 0] � � h

E h
e ;E 0

� �
� 
 �

�
� [lhE;e ]

�
=

X

x 02 X 0

y02 Y 0

X

e02 E 0
x 0y 0

h
mh

X 0;Y 0;e0

i
�

�
� 
 �

�

e;e0

et d'autre part
h
� h

X h
x ;X 0

�
� � [lhX;x ]

�

 � h

Y h ;Y 0

�
� � [lhY;y ]

� i
� [mh

X;Y;e ]

=
X

x 02 X 0

y02 Y 0

�
� x;x 0 
 � y;y 0

�
�

h
mh

X;Y;e

i
:

Il su�t alors d'identi�er facteur direct par facteur direct pour voir que l'�egalit�e
(26) n'est qu'une reformulation du r�esultat cherch�e.

Fixons un sous-sch�ema ferm�e Z � de X h
x � S X 0 �ni et �equidimensionnel sur

le sch�ema local hens�elien X h
x de sorte qu'en notant �Z � l'immersion ferm�ee

associ�ee �a ce dernier on ait

� � [lhX;x ] = ( �Z � ) � �

pour un unique �el�ement � de cequi (Z � =X h
x ; 0).

Choisissons de même un sous-sch�ema ferm�eZ � de Y h
y � S Y 0 �equidimensionnel

�ni sur Y h
y de sorte qu'en notant �Z � l'immersion ferm�ee associ�ee �a ce dernier

on ait
� � [lhY;y ] = ( �Z � ) � �

pour un unique �el�ement � de cequi (Z � =X h
x ; 0).
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Notons comme pr�ec�edemment W� et W� les sch�emas d�e�nis par les carr�es
cart�esiens

W�
//

� W �

��
�

Z �

� Z �

��
X h

x � S (X 0)h //X h
x � S X 0

W� //

� W �

��
�

Z �

� Z �

��
Y h

y � S (Y 0)h //Y h
y � S Y 0

et posonsZ = Z � � S Z � et W = W� � S W� . Nous avons alors un carr�e cart�esien

W

�

//

� W

��

Z

� Z

��
X h

x � S Y h
y � S (X 0)h � S (Y 0)h //X h

x � S Y h
y � S E 0:

Consid�erons par ailleurs les sch�emas d�e�nis par les carr�es cart�esiens

W

��
W0 � //

� W 0

��
�

W //

� W

��
�

GF
//

Z //

�

� Z

��
�

Z

� Z

��
E h

e � S (E 0)h //E h
e � S (X 0)h � S (Y 0)h //E h

e � S E 0 //

��
�

X h
x � S Y h

y � S E 0

��
E h

e
mh

X;Y;e

//X h
x � S Y h

y :

Notons p et q les projections deX h
x � S Y h

y sur le premier et le second facteur.
Par d�e�nition du produit tensoriel des correspondances, on a

�
� � [lhX;x ]

�



�
� � [lhY;y ]

�
=

h
p~ �

� � [lhX;x ]
� i

� X h
x � S Y h

y

h
q~ �

� � [lhY;y ]
� i

=
h
p~ (�Z � ) � �

i
� X h

x � S Y h
y

h
q~ (�Z � ) � �

i

= ( �Z ) �

h�
p~ �

�
� X h

x � S Y h
y

�
q~ �

� i
:

Convenons de noter
 le cycle alg�ebrique


 =
�
p~ �

�
� X h

x � S Y h
y

�
q~ �

�
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appartenant �a cequi (Z=X h
x � S Y h

y ; 0). Cela nous donne

[mh
X 0;Y 0]� � h

E h
e ;E 0

� �
� 
 �

�
� [lhE;e ]

�
= (id E h

e
� S mh

X 0;Y 0) �

h
(�W 0) � (� h

Z ) �
�
mh~

X;Y;e 

� i

= ( �W ) � � � (� h
Z ) �

h
mh~

X;Y;e 

i

= mh~
X;Y;e

h
(�W ) � (� h

Z �
� S � h

Z �
) � 


i
:

On a par ailleurs l'�egalit�e

(�W ) � (� h
Z �

� S � h
Z �

) � 
 =
h
p~ �

(�W � ) � (� h
Z �

) � �
� i

� X h
x � S Y h

y

h
q~ �

(�W � ) � (� h
Z �

) � �
� i

=
h
� h

X h
x ;X 0

�
� � [lhX;x ]

� i



h
� h

Y h
y ;Y 0

�
� � [lhY;y ]

� i

On obtient ainsi

[mh
X 0;Y 0] � � h

E h
e ;E 0

� �
� 
 �

�
� [lhE;e ]

�

= mh~
X;Y;e

�
� h

X h
x ;X 0

�
� � [lhX;x ]

�

 � h

Y h
y ;Y 0

�
� � [lhY;y ]

� �

=
h
� h

X h
x ;X 0

�
� � [lhX;x ]

�

 � h

Y h
y ;Y 0

�
� � [lhY;y ]

� i
� [mh

X;Y;e ]

ce qui prouve la formule (26).

2.3.2 D �ecomposition locale raffin �ee

Supposons donn�es une pr�esentation d'unS-sch�ema local hens�elienO ainsi qu'un
�el�ement � de cS fO ; X ). On peut alors constater en utilisant le casn = 0 de
la proposition 2.7 que la correspondance� x pr�ec�edemment construite provient
en fait d'un unique �el�ement f � gx de cS

�
O; X h

x

�
v�eri�ant

� =
X

x

[lhX;x ] � f � gx

dans cS fO ; X ). D�esignons par f lgh
X;x l'�el�ement de cS

�
X h

x ; X
�

induit par les
morphismesU ! X pour U parcourant Vh

X;x . Une correspondance �nie� 2
cS (X; Y ) poss�ede alors une d�ecomposition locale ra�n�ee de la forme

� � f lgh
X;x =

X

y2 Y

[lhY;y ] � f � gx;y f � gx;y 2 cS
�

X h
x ; Y h

y

�

f � gx;y ayant pour image � x;y dans cS
�
X h

x ; Y h
y

�
.

Notation 2.18. Soient g : X ! Y un morphisme etx un point de X . Pour tout
V 2 Vh

Y;g(x ) le morphismeg d�e�nit un �el�ement dans cS
�

X h
x ; V

�
et la collection

de ces �el�ements d�e�nit un �el�ement

f ggh
x 2 cS

�
X h

x ; Y h
y

	
:
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Les propri�et�es de ces d�ecompositions locales ra�n�ees se d�eduisent directement
du lemme 2.6 et de la proposition 2.16.

Proposition 2.19. Soient X; Y et Z desS-sch�emas.

(a) �Etant donn�ees des correspondances �nies� 2 cS (X; Y ) et � 2 cS (Y; Z),
on a pour tout point x 2 X et z 2 Z l'�egalit�e

f � � � gx;z =
X

y2 Y

� y;z � f � gx;y : (27)

(b) �Etant donn�e un morphisme g : X ! Y de S-sch�emas on a

f [g]gx;y =

(
f ggh

x si y = g(x)
0 sinon

dans cS
�

X h
x ; Y h

y

	
.

(c) �Etant donn�ee une correspondance �nie � 2 cS (X; Y ), on a l'�egalit�e dans
cS

�
X h

x ; (Y h
y )h

z

�

ff � gx;y gx;z =

(
f � gx;y si z = y
0 sinon

pour tout point x de X et tout point z du sch�ema local hens�elienY h
y .

Soient X; Y deux S-sch�emas et e un point de X � S Y se projetant sur x et y.
L'identit�e de X � S Y induit pour tout U 2 Vh

X;x ; V 2 Vh
Y;y un �el�ement dans

cS
�

(X � S Y)h
e ; U � S V

�
et la collection de ces �el�ements donne un �el�ement de

f mgh
X;Y;e 2 cS

�
(X � S Y)h

e ; X h
x � S Y h

y

	

ayant même image que [mh
X;Y;e ] dans cS

�
(X � S Y)h

e ; X h
x � S Y h

y

	
.

Proposition 2.20. Soient X; Y; X 0; Y 0 des S-sch�emas, � 2 cS (X; X 0) et � 2
cS (Y; Y0) des correspondances �nies. Pour tout pointe de X � S Y et tout point
x0 de X 0 et y0 de Y 0, on a l'�egalit�e

�
f � gx;x 0 
 f � gy;y 0

�
� f mgh

X;Y;e =
X

e0 point de X 0 � S Y 0

se projetant sur x 0 et y0

h
mh

X 0;Y 0;e0

i
�

n
� 
 �

o

e;e0

dans cS

n
(X � S Y)h

e ; (X 0)h
x 0 � S (Y 0)h

y0

�
.
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2.4 Cas de la topologie �etale

Les d�emonstrations donn�ees dans la section pr�ec�edente s'adaptent parfaitement
au cas de la topologie �etale, il su�t pratiquement pour cela de remplacer les
anneaux locaux hens�eliens par les anneaux locaux strictement hens�eliens. Dans
cette sous-section nous avons rassembl�e les �enonc�es des r�esultats obtenus pour
la topologie �etale tout en pr�ecisant les modi�cations mineures �a e�ectuer.

Nous �xons pour tout point s de S une clôture alg�ebrique � (s) de � (s) et nous
d�esignons par s le point g�eom�etrique de S d�e�ni par la clôture alg�ebrique � (s).

D�efinition 2.21. Un bon point g�eom�etrique x est la donn�ee d'un point x 2 X
et d'un plongement � (x) ! � (s) le point s �etant l'image de x dans S.

Lemme 2.22. Les bons points g�eom�etriques poss�edent les propr�et�essuivantes.

(a) L'image par un morphisme deS-sch�emas d'un bon point g�eom�etrique est
un bon point g�eom�etrique.

(b) Les bons points g�eom�etriques forment un ensemble conservatif de points 9

pour la topologie �etale sur VarS .

D�emonstration. La premi�ere assertion est imm�ediate, quant �a la seconde
d'apr�es la remarque 3.13.b de l'expos�e VIII de [2], il su�t de voir que les
points d'un S-sch�ema de type �ni X ferm�es dans leur �bre sont le lieu d'un
point bon g�eom�etrique. Or pour un point x de X ferm�e dans sa �bre, l'exten-
sion � (x)=� (s) est �nie et il existe bien un morphisme de corps de� (x) dans la
clôture alg�ebrique

Nous appellerons bonS-sch�ema local strictement hens�elien la donn�ee d'un S-
sch�ema strictement h�ens�elien O et d'un isomorphisme ! : � ! � (s) de � (s)-
extensions o�u k est le corps r�esiduel deO et s est l'image dansS du point ferm�e
de O. Les hens�elis�es stricts d'un S-sch�ema en un bon point g�eom�etrique sont
canoniquement des bonsS-sch�emas strictement hens�eliens. �Etant donn�e un
bon S-sch�ema strictement hens�elien (O; ! ), on remarquera pour l'adaptation
des d�emonstrations pr�ec�edentes au cas de la topologie �etale que lesO-sch�emas
�nis sont canoniquement des r�eunions disjointes de bonsS-sch�emas locaux
strictement hens�eliens.

A un S-sch�ema X , on peut associer fonctoriellement leS-sch�ema X sh

X sh :=
a

x bon point
g�eom�etrique

X sh
x :

Ce dernier est la r�eunion disjointe, sur les bons points g�eom�etriques deX , des
sch�emas locaux strictement hens�eliensX sh

x spectre de l'anneau local strictement
hens�elien Osh

X; x dont on notera le point ferm�e abusivement par x.

9Pour un sch�ema qui n'est pas de type �ni sur S on prendra garde que l'ensemble des
bons points g�eom�etriques peut être vide.
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Pour tout bon point g�eom�etrique x de X on dispose du morphisme canonique

X sh
x

//

l sh
X; x

&&
Spec (OX;x ) //X

nous donnant un morphisme de sch�emaslsh
X : X sh ! X . Comme dans le cas

hens�elien, le morphisme

lsh
X sh : (X sh )sh ! X sh

n'est pas un isomorphisme en g�en�eral mais admet cependant une section cano-
nique ssh

X identi�ant X sh �a un sous-sch�ema ferm�e de (X sh )sh et provenant du
fait que l'anneau local strictement hens�elien deX sh

x en son point ferm�e x est
canoniquement isomorphe �aOsh

X; x :

X sh
ssh

X //

id X sh

(X sh )sh
l sh

X sh //X sh
l sh
X //X

Autrement dit dans ( X sh )sh apparaissent des facteurs suppl�ementaires corres-
pondants aux bons points g�eom�etriques distincts des points ferm�es desX sh

x .

Dans le cas �etale, le complexe consid�er�e est le complexe de�Cech associ�e au
X -sch�ema X sh

�CX sh =X (O) : � � � ! Ztr
�
(X sh )2

X

�
(O) ! Ztr [X sh ](O) ! Ztr [X ](O) ! 0:

On a alors l'analogue de la proposition 2.1.

Proposition 2.23. Soient X un S-sch�ema et O un bon S-sch�ema local stric-
tement hens�elien. Il existe des morphismes canoniques

� sh
O ;X;n : Ztr

�
(X sh )n

X

�
(O) ! Ztr

�
(X sh )n +1

X

�
(O) n � 0

satisfaisant aux deux propri�et�es suivantes.
(a) (Homotopie) On a pour tout n les relations

dn +1 � � sh
O ;X;n + � sh

O ;X;n � 1 � dn = id :

(b) (Fonctorialit�e) �Etant donn�es un bon S-sch�ema local strictement hens�elien
O0 et une correspondance �nie � 2 cS (O0; O) on a un carr�e commutatif

Ztr
�
(X sh )n

X

�
(O0)

Ztr [(X sh )n
X ]( � )

//

� sh
O 0;X;n

��

Ztr
�
(X sh )n

X

�
(O)

� sh
O ;X;n

��
Ztr

�
(X sh )n +1

X

�
(O0)

Ztr [(X sh )n +1
X ]( � )

//Ztr
�
(X sh )n +1

X

�
(O):

Documenta Mathematica 12 (2007) 607{671



642 Florian Ivorra

De même on dispose �egalement de l'analogue de la proposition 2.7.

Proposition 2.24. Soient X un S-sch�ema et une pr�esentation V d'un bon
S-sch�ema local strictement hens�elien O. Il existe d'uniques morphismes

f � gsh
O ;X;n : Ztr

�
(X sh )n

X

�
fOg ! Ztr

�
(X sh )n +1

X

�
fOg n � 0

satisfaisant aux deux propri�et�es suivantes.

(a) (Homotopie) On a pour tout n les relations

dn +1 � f � gsh
O ;X;n + f � gsh

O ;X;n � 1 � dn = id : (28)

(b) (Compatibilit�e) Le carr�e suivant est commutatif

Ztr
�
(X sh )n

X

�
fOg

f � gsh
O ;X;n //

��

Ztr
�
(X sh )n +1

X

�
fOg

��
Ztr

�
(X sh )n

X

�
(O)

� sh
O ;X;n //Ztr

�
(X sh )n +1

X

�
(O):

(29)

Sachant d'apr�es le lemme 2.22 que les bons points g�eom�etriques fournissentune
famille conservative de points pour la topologie �etale, on obtient lecorollaire
suivant.

Corollaire 2.25. Soit X un S-sch�ema de type �ni. La restriction �a la
cat�egorie VarCorS du complexe de faisceaux �etales avec transferts�CX sh =X est
universellement exact au sens de Grayson [12].

Lorsque l'on se donne une correspondance �nie� 2 cS (X; Y ) et des bons points
g�eom�etriques x; y de X et Y , le casn = 0 de la proposition 2.23 fournit une
d�ecomposition locale pour la topologie �etale de la correspondance� de la forme

� � [lsh
X; x ] =

X

y bon point
g�eom�etrique

[lsh
Y;y ] � � x; y : (30)

En utilisant le cas n = 0 de la proposition 2.24 on voit �nalement que la
d�ecomposition locale pr�ec�edente se ra�ne en

� � f lgsh
X; x =

X

y bon point
g�eom�etrique

[lsh
Y;y ] � f � gx; y

o�u f lgsh
X; x 2 cS f X sh

x ; X ) est induit par les morphismesU ! X pour U 2 Vsh
X; x .

Soient g : X ! Y un morphisme et x un point de X . Pour tout V 2 Vsh
Y;g� x le

morphismeg d�e�nit un �el�ement dans cS f X sh
x ; V ) et la collection de ces �el�ements

d�e�nit un �el�ement
f ggsh

x 2 cS f X sh
x ; Y sh

y g:
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Proposition 2.26. Soient X; Y et Z desS-sch�emas.
(a) �Etant donn�ees des correspondances �nies� 2 cS (X; Y ) et � 2 cS (Y; Z),

on a pour tout point bon point g�eom�etrique x de X et tout bon point
g�eom�etrique z de Z l'�egalit�e

f � � � gx; z =
X

y bon point
g�eom�etrique

� y; z � f � gx; y :

(b) �Etant donn�e un morphisme g : X ! Y de S-sch�emas on a

f [g]gx; y =

(
f ggsh

x si y = g � x
0 sinon

dans cS f X sh
x ; Y sh

y g.

(c) �Etant donn�ee une correspondance �nie � 2 cS (X; Y ), on a l'�egalit�e dans
cS f X sh

x ; (Y sh
y )sh

z )

ff � gx; y gx; z =

(
f � gx; y si z = y
0 sinon

pour tout bon point g�eom�etrique x de X et tout bon point g�eom�etrique z
du sch�ema local strictement hens�elienY sh

y .

Comme dans le cas de la topologie Nisnevich, ces d�ecompositions locales se
comportent bien par produit tensoriel. �Etant donn�es deux S-sch�emas X et Y
ainsi qu'un bon point g�eom�etrique e de X � S Y se projetant sur x et y nous
avons un diagramme naturel

(X � S Y)sh
e

��

msh
X;Y; e //(X sh

x ) � S (Y sh
y )

��
(X � S Y)sh

msh
X;Y //X � S Y:

L'identit�e de X � S Y induit par ailleurs un �el�ement dans cS f (X � S Y)sh
e ; U� S V)

pour tout U 2 Vsh
X; x ; V 2 Vsh

Y;y . La collection de ces �el�ements donne un �el�ement

f mgsh
X;Y; e 2 cS f (X � S Y)sh

e ; X sh
x � S Y sh

y g

ayant même image que [msh
X;Y; e] dans cS ((X � S Y)sh

e ; X sh
x � S Y sh

y g.

Proposition 2.27. Soient X; Y; X 0; Y 0 des S-sch�emas, � 2 cS (X; X 0) et � 2
cS (Y; Y0) des correspondances �nies. Pour tout bon point g�eom�etrique e de
X � S Y et tout bon point g�eom�etrique e' de X 0 � S Y 0, on a l'�egalit�e

�
f � gx; x 0 
 f � gy; y0

�
� f mgsh

X;Y; e =
h
msh

X 0;Y 0;e0

i
�

n
� 
 �

o

e;e0

dans cS f (X � S Y)sh
e ; (X 0)sh

x 0 � S (Y 0)sh
y0 ).
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3 R�esolution de Godement et transferts

Rappelons qu'une monade dans une cat�egorieCest la donn�ee d'un endofoncteur
M de C et de transformations naturelles � : MM ! M et � : id ! M pour
lesquelles les diagrammes

M
�M //

id ""EE
EE

EE
EE

MM

�

��

M
M�oo

id||yy
yy

yy
yy

M

MMM
M� //

�M

��

MM

�

��
MM

� //M

sont commutatifs. �Etant donn�ee une monade (M; �; � ), l'un des nombreux ava-
tars de la construction bar permet d'associer �a un objet C de C un objet
cosimplicial B � (M; C ) de C muni d'une coaugmentation deC dans ce dernier.
Les n-cosimplexes sont donn�es par l'objetM n +1 C de C, les cod�eg�en�erescences
par les morphismes

� n
i := M i �M n � 1� i : M n +1 C ! M n C i = 0 ; : : : ; n � 1

et les cofaces par les morphismes

� n � 1
i := M i �M n � i : M n C ! M n +1 C i = 0 ; : : : ; n:

Dans la suite de cette section nous �xons une cat�egorieS = SchS ; VarS ou SmS ,
tous les pr�efaisceaux sont d�e�nis sur S et nous renvoyons �a la d�e�nition 1.10
pour la notion de faisceaux avec transferts.

3.1 Cas de la topologie de Nisnevich

Nous allons maintenant appliquer les r�esultats concernant la localisation Nis-
nevich des correspondances �nies que nous avons obtenus dans la sous-section
2.3. Rappelons queS d�esigne l'une des cat�egories suivantes SchS ; VarS ou SmS .

Dans la suite, nous d�esignons parsx la composante suivant le point x d'un
�el�ement s du produit Y

x 2 X

F f X h
x g:

Par d�e�nition F f X h
x g correspond �a la �bre Nisnevich de F au point x.

D�esignons par GNis la monade de la cat�egorie des faisceaux Nisnevich d�e�nissant
la r�esolution cosimpliciale de Godement. �Etant donn�e un faisceau Nisnevich F ,
cette derni�ere se caract�erise de la mani�ere suivante.

(a) Les sections surX du faisceau NisnevichGNis F sont donn�ees par

GNis F (X ) =
Y

x 2 X

F f X h
x g
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les morphismes structuraux �etant d�etermin�es par les �egalit�es
h
GNis F (p)(s)

i

x
= F

�
f pgh

x

	
(sp(x ) )

dans lesquellesx est un point de X , p : X ! Y un morphisme de S-
sch�emas et s un �el�ement de GNis F (Y).

(b) Le morphisme structural � F se trouve donn�e par
h
� F (s)

i

x
= F

�
f lgh

X;x

	
(s)

pour un �el�ement s de F (X ).

(c) Le morphisme structural � F co•�ncide avec la projection sur les compo-
santes associ�ees aux points ferm�es desX h

x via le morphisme naturel

(GNis GNis F )(X ) !
Y

x 2 X

Y

z2 X h
x

F
n�

X h
x

� h

z

o
:

Nous notons sx;z la composante suivantx; z de l'image d'une sections
par le morphisme pr�ec�edent de sorte que� F (s)x = sx;x .

La r�esolution cosimpliciale de Godement d'un faisceau NisnevichF est par
d�e�nition le faisceau Nisnevich cosimplicial

G�
Nis F = B � (GNis ; F ):

Ce dernier nous fournit un complexeG�
Nis F de faisceaux Nisnevich de termes

Gn
Nis F = Gn

Nis F et dont les di��erentielles sont donn�ees par la somme altern�ee
des morphismes cofaces.

Remarque 3.1. La famille form�ee de ces foncteurs �bres F 7! F f X h
x g �etant

conservative, l'augmentation canonique

F ! G�
Nis F

est un quasi-isomorphisme10 de complexes de faisceaux Nisnevich.

Proposition 3.2. Il existe une monade canoniqueGtr
Nis de la cat�egorie Shtr

Nis (S)
rendant le carr�e suivant commutatif

Shtr
Nis (S) //

Gtr
Nis

��

ShNis (S)

GNis

��
Shtr

Nis (S) //ShNis (S):

10 Il s'agit d'une propri�et�e classique de la r�esolution de G odement prouv�ee par exemple
dans [25, Part II, Ch. IV, lemma 2.2.2].
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D�emonstration. Il su�t de montrer que pour un faisceau Nisnevich avec trans-
ferts F , le faisceau NisnevichGNis F est canoniquement muni de transferts et
que les morphismes

� F : F ! GNis F � F : GNis GNis F ! GNis F

sont des morphismes de faisceaux Nisnevich avec transferts.�Etant donn�ee une
correspondance �nie� 2 cS (X; Y ), on peut associer �a une sections deGNis F (Y )
la section deGNis F (X ) donn�ee par

GNis F (� )(s)x =
X

y2 Y

F
�

f � gx;y
	

(sy ):

On obtient ainsi un morphisme de groupes ab�eliensGNis F (� ). Lorsque l'on se
donne une correspondance �nie� 2 cS (Y; Z), la formule de composition (27)
de la proposition 2.19 nous assure que pour un pointx de X

GNis F (� � � )(s)x =
X

z2 Z

F ff � � � gx;z g(sz ) =
X

z2 Z

X

y2 Y

F f � y;z � f � gx;y g(sz )

=
X

z2 Z

X

y2 Y

F ff � gx;y g
h
F ff � gy;z g(sz )

i
=

X

y2 Y

F ff � gx;y g
h
GNis F (� )(s)y

i

= GNis F (� )
h
GNis F (� )(s)

i

x

et donc que cette d�e�nition est fonctorielle :

GNis F (� � � ) = GNis F (� ) � GNis F (� ):

Par ailleurs pour un morphismep : X ! Y de S-sch�emas, la seconde assertion
de la proposition 2.19 nous donne

GNis F ([p])(s)x = F ff pgh
x g(sp(x ) ) = GNis F (p)(s)x :

Les morphismesGNis F (� ) �etendent donc la structure usuelle de pr�efaisceau en
une structure de pr�efaisceau avec transferts. La construction des germes de
correspondances locaux utilis�es assure que

F (� )(s)x = F f � � f lgh
X;x g(s) =

X

y

F f [lhY;y ] � f � gx;y g(s) =
X

y

F ff � gx;y g(sy )

= GNis F (� )( � F (s)) x

autrement dit que � F est un morphisme de faisceaux avec transferts. Il reste
�a montrer que � F est aussi un morphisme de faisceaux Nisnevich avec trans-
ferts. Pour une sections appartenant �a GNis GNis F (X ) on obtient en utilisant

Documenta Mathematica 12 (2007) 607{671



R�ealisation `-Adique I 647

la troisi�eme assertion de la proposition 2.19

� F (GNis GNis F (� )(s)) x =
X

y2 Y

� F

h
GNis F ff � gx;y g(sy )

i

x

=
X

y2 Y

X

z2 Y h
y

F
�

ff � gx;y gx;z
	

(sy;z )

=
X

y2 Y

F ff � gx;y g(sy;y ) = GNis F (� )( � F (s)) :

Ce qui ach�eve la d�emonstration.

La proposition 3.2 assure en particulier que la r�esolution cosimplicialede Go-
dement G�

Nis F d'un faisceau Nisnevich avec transferts est canoniquement munie
de transferts et qu'�a fortiori le complexe G�

Nis F est un complexe de faisceaux
Nisnevich avec transferts quasi-isomorphe �aF dans la cat�egorie des complexes
de faisceaux Nisnevich avec transferts. Cela entrâ�ne en particulier que les
pr�efaisceaux de cohomologie Nisnevich

X 7! H j
Nis (X; F )

d'un faisceau Nisnevich avec transferts sont canoniquement munis de transferts,
r�esultat se d�eduisant par ailleurs de la proposition 3.1.8 de [29, chapter5].

Nous allons maintenant voir que les tranferts (( naturels )) pr�ec�edemment
construits sur la r�esolution de Godement sont en outre compatibles avec la
structure tensorielle de cette derni�ere.

D�efinition 3.3. Nous appelons faisceau Nisnevich (resp. avec transferts)
quasi-mono•�dal sym�etrique la donn�ee d'un faisceau Nisnevich (resp. d'un fais-
ceau Nisnevich avec transferts)F et pour tout S-sch�ema X; Y d'un morphisme
associatif sym�etrique

� F
X;Y : F (X ) 
 F (Y ) ! F (X � S Y)

fonctoriel par rapport aux morphismes de sch�emas (resp. aux correspondances
�nies).

Ces derniers sont les objets d'une cat�egorie ShNis ;
 (S) (resp. une cat�egorie
Shtr

Nis ;
 (S)) munie d'un foncteur �d�ele vers Sh Nis (S) (resp. vers ShtrNis (S)).

Remarque 3.4. La monade de GodementGNis induit une monade sur la
cat�egorie des faisceaux Nisnevich quasi-mono•�daux sym�etriques.�Etant donn�e
un faisceau Nisnevich quasi-mono•�dal sym�etrique (F; � F

X;Y ), on voit en e�et
queGNis F est canoniquement un faisceau Nisnevich quasi-mono•�dal sym�etrique
pour les morphismes

� GNis F
X;Y : GNis F (X ) 
 GNis F (Y) ! GNis F (X � S Y)
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donn�es par les relations

h
� GNis F

X;Y (s 
 t)
i

e
= F

�
f mgh

X;Y;e

	 h
� F

X h
x ;Y h

y
(sx 
 ty )

i

dans lesquelless 2 GNis F (X ); t 2 GNis F (Y ) et e d�esigne un point du produit
X � S Y de projection x et y. Avec cette d�e�nition il est ais�e de voir que les
morphismes structuraux � F et � F de la monadeGNis sont bien des morphismes
de faisceaux Nisnevich quasi-mono•�daux sym�etriques.

Nous sommes maintenant en mesure d'�enoncer le r�esultat suivant.

Proposition 3.5. La monade Gtr
Nis induit une monade sur la cat�egorie

Shtr
Nis ;
 (S) compatible avec la monadeGNis via le foncteur d'oubli. Autrement

dit le carr�e suivant est commutatif

Shtr
Nis ;
 (S) //

Gtr
Nis

��

ShNis ;
 (S)

GNis

��
Shtr

Nis ;
 (S) //ShNis ;
 (S):

D�emonstration. Supposons que (F; � F
X;Y ) soit un faisceau Nisnevich avec trans-

ferts quasi-mono•�dal sym�etrique. En utilisant la proposition 3.2, i l su�t de
montrer que le carr�e

GNis F (X 0) 
 GNis F (Y 0)
�

G Nis F

X 0;Y 0 //

GNis F ( � ) 
 GNis F ( � )

��

GNis F (X 0 � S Y 0)

GNis F ( � 
 � )

��
GNis F (X ) 
 GNis F (Y )

�
G Nis F
X;Y //GNis F (X � S Y)

(31)

est commutatif pour toute correspondance �nie� 2 cS (X; X 0) et � 2 cS (Y; Y0).
Notons E le produit X � S Y et E 0 le produit X 0 � S Y 0. Consid�erons un point
e de E de projection x et y ainsi que des sectionss 2 GNis (X 0); t 2 GNis (Y 0).
En utilisant la remarque 3.4 nous avons

GNis F (� 
 � )
h

� GNis F
X 0;Y 0 (s 
 t)

i

e
=

X

e02 E 0

F
�

f � 
 � ge;e0

	 h
� GNis F

X 0;Y 0 (s 
 t)
i

e0

=
X

e02 E 0

F
�

f � 
 � ge;e0

	
F

�
f mgh

X 0;Y 0;e0

	
�
� F

(X 0)h
x 0;(Y 0)h

y 0
(sx 0 
 ty0)

�

=
X

x 02 X 0

y02 Y 0

F

8
><

>:

X

e02 E 0
x 0y 0

[mh
X 0;Y 0;e0] � f � 
 � ge;e0

9
>=

>;

h
� F

(X 0)h
x 0;(Y 0)h

y 0
(sx 0 
 ty0)

i
:
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En utilisant la proposition 2.20, cette derni�ere �egalit�e peut se r�e� ecrire sous la
forme

GNis F (� 
 � )
h

� GNis F
X 0;Y 0 (s 
 t)

i

e

=
X

x 02 X 0

y02 Y 0

F
n�

f � gx;x 0 
 f � gy;y 0

�
� f mgh

X;Y;e

oh
� F

(X 0)h
x 0;(Y 0)h

y 0
(sx 0 
 ty0)

i

=
X

x 02 X 0

y02 Y 0

F
�

f mgh
X;Y;e

	 h
� F

X h
x ;Y h

y

�
F ff � gx;x 0g(sx 0) 
 F ff � gy;y 0g(ty0

� i

= F
�

f mgh
X;Y;e

	 h
� X h

x ;Y h
y

�
GNis F (� )(s)x 
 GNis F (� )( t)y

� i
:

Ce qui donne �nalement

GNis F (� 
 � )
h

� GNis F
X 0;Y 0 (s 
 t)

i

e
= � GNis F

X;Y

h
GNis F (� )(s) 
 GNis F (� )( t)

i

e

et prouve la commutativit�e du carr�e (31).

La remarque 3.4 assure que la cohomologie d'un faisceau Nisnevich quasi-
mono•�dal sym�etrique est munie d'un produit associatif et commutatif

H p(X; F ) 
 H q(Y; F)

 F

X;Y���! H p+ q(X � S Y; F) (32)

induit par la structure quasi-mono•�dale sym�etrique sur la r�esolution de Gode-
ment. Ce produit est commutatif au sens gradu�e, autrement dit tel que

a 
 F
X;Y b = ( � 1)p+ qb
 F

Y;X a

pour un �el�ement a de H p(X; F ) et un �el�ement b de H q(X; F ) et compatible
au produit induit par F sur le H 0. En particulier on dispose d'un cup-produit
associatif et commutatif

H p(X; F ) 
 H q(X; F )

` F
X

++


 F
X;X

//H p+ q(X � S X; F )
� �

X

//H p+ q(X; F ) (33)

munissant H � (X; F ) d'une structure d'alg�ebre gradu�ee commutative. Lorsque
F est en outre un faisceau Nisnevich avec transferts quasi-mono•�dal sym�etrique,
la proposition 3.5 assure que les produits (32) sont compatibles aux transferts
i.e. que les carr�es

H p(X 0; F ) 
 H q(Y 0; F )

H p ( �;F ) 
 H q ( �;F )

��


 F
X 0;Y 0 //H p+ q(X 0 � S Y 0; F )

H p + q ( � 
 �;F )
��

H p(X; F ) 
 H q(Y; F)

 F

X;Y //H p+ q(X � S Y; F)

sont commutatifs pour toute correspondance� 2 cS (X; X 0) et � 2 cS (Y; Y0).

Documenta Mathematica 12 (2007) 607{671



650 Florian Ivorra

Remarque 3.6. On prendra garde que pour une correspondance �nie� 2
cS (X; Y ), les carr�es

H p(Y; F) 
 H q(Y; F)

H p ( �;F ) 
 H q ( �;F )

��

` F
Y //H p+ q(Y; F)

H p + q ( �;F )
��

H p(X; F ) 
 H q(X; F )
` F

X //H p+ q(X; F )

ne sont pas n�ecessairement commutatifs | nous renvoyons d'ailleurs �a la re-
marque 1.7 �a ce propos. Les cup-produits (33) ne sont donc pas �a priori com-
patibles aux transferts.

3.2 Cas de la topologie �etale

Nous nous contentons dans cette sous-section d'�enoncer les r�esultats dans le
cas de la topologie �etale : les d�emonstrations �etant identiques �a celles donn�ees
pour la topologie de Nisnevich. Nous supposons ici queS = Var S ou SmS .

Dans la suite, nous d�esignons parsx la composante suivantx d'un �el�ement s
du produit Y

x bon point
g�eom�etrique de X

F f X sh
x g:

Par d�e�nition F f X sh
x g est la �bre �etale de F au point g�eom�etrique x. Pour

d�e�nir la r�esolution de Godement dans le cadre �etale, nous partons de la monade
GEt de la cat�egorie des faisceaux �etales caract�eris�ee pour un faisceau �etaleF
par les propri�et�es suivantes.

(a) Les sections surX du faisceau �etale GEt F sont donn�ees par

GEt F (X ) =
Y

x bon point
g�eom�etrique de X

F f X sh
x g

les morphismes structuraux �etant d�etermin�es par les �egalit�es
h
GEt F (p)(s)

i

x
= F

n
f pgsh

x

o
(sp� x )

dans lesquellesx est un bon point g�eom�etrique de X , p : X ! Y un
morphisme deS-sch�emas et s un �el�ement de GEt F (Y ).

(b) Le morphisme structural � F se trouve donn�e par

h
� F (s)

i

x
= F ff lgsh

X; x g(s)

pour un �el�ement s de F (X ).
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(c) Le morphisme structural � F co•�ncide avec la projection sur les compo-
santes associ�ees aux points ferm�es desX sh

x via le morphisme naturel

(GEt GEt )F (X ) !
Y

x bon point
g�eom�etrique de X

Y

z bon point
g�eom�etrique de X sh

x

F
� �

X sh
x

� sh

z

�
:

La r�esolution cosimpliciale de Godement d'un faisceau �etaleF est par d�e�nition
le faisceau �etale cosimplicial

G�
Et F = B � (GEt ; F ):

Ce dernier nous fournit un complexe G�
Et F de faisceaux �etales de termes

Gn
Et F = Gn

Et F et dont les di��erentielles sont donn�ees par la somme altern�ee
des morphismes cofaces.

Remarque 3.7. La famille form�ee des foncteurs �bres F 7! F f X sh
x g �etant

conservative sur VarS d'apr�es le lemme 2.22, l'augmentation canonique

F ! G�
Et F

est un quasi-isomorphisme11 de complexes de faisceaux �etales sur VarS .

Proposition 3.8. Il existe une monade canoniqueGtr
Et de la cat�egorie Shtr

Et (S)
rendant le carr�e suivant commutatif

Shtr
Et (S) //

Gtr
Et

��

ShEt (S)

GEt

��
Shtr

Et (S) //ShEt (S):

Comme pr�ec�edemment les tranferts (( naturels )) sur la r�esolution de Godement
�etale sont compatibles avec la structure tensorielle de cette derni�ere.

D�efinition 3.9. Nous appelons faisceau �etale (resp. avec transferts) quasi-
mono•�dal sym�etrique la donn�ee d'un faisceau �etale (resp. d'un faisceau �etale
avec transferts) F et pour tout S-sch�ema X; Y d'un morphisme associatif
sym�etrique

� F
X;Y : F (X ) 
 F (Y ) ! F (X � S Y)

fonctoriel par rapport aux morphismes de sch�emas (resp. aux correspondances
�nies).

Ces derniers sont les objets d'une cat�egorie ShEt ;
 (S) (resp. une cat�egorie
Shtr

Et ;
 (S)) munie d'un foncteur �d�ele vers Sh Et (S) (resp. vers ShtrEt (S)).

11 Il s'agit d'une propri�et�e classique de la r�esolution de G odement prouv�ee par exemple
dans [25, Part II, Ch. IV, lemma 2.2.2].
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Remarque 3.10. La monade de GodementGEt induit une monade sur la
cat�egorie des faisceaux �etales quasi-mono•�daux sym�etriques.�Etant donn�e un
faisceau �etale quasi-mono•�dal sym�etrique (F; � F

X;Y ), on voit en e�et que GEt F
est canoniquement un faisceau �etale quasi-mono•�dal sym�etrique pour les mor-
phismes

� GEt F
X;Y : GEt F (X ) 
 GEt F (Y ) ! GEt F (X � S Y)

donn�es par les relations
h

� GEt F
X;Y (s 
 t)

i

e
= F

�
f mgsh

X;Y; e

	 h
� F

X sh
x ;Y sh

y
(sx 
 ty )

i

dans lesquelless 2 GEt F (X ); t 2 GEt F (Y ) et e d�esigne un bon point g�eom�erique
du produit X � S Y de projection x et y. Avec cette d�e�nition il est ais�e de
voir que les morphismes structuraux� F et � F de la monadeGEt sont bien des
morphismes de faisceaux Nisnevich quasi-mono•�daux sym�etriques.

Nous sommes maintenant en mesure d'�enoncer le r�esultat suivant.

Proposition 3.11. La monade Gtr
Et induit une monade sur la cat�egorie

Shtr
Et ;
 (S) compatible avec la monadeGEt via le foncteur d'oubli. Autrement

dit le carr�e suivant est commutatif

Shtr
Et ;
 (S) //

Gtr
Et

��

ShEt ;
 (S)

GEt

��
Shtr

Et ;
 (S) //ShEt ;
 (S):

4 R�ealisation `-adique des motifs mixtes

Nous allons montrer que le foncteur de r�ealisation`-adique desS-sch�emas lisses
de type �ni 12

R` : Smop
S ! D+ (S;Z` )
X 7! R� X � � �

X ZS=`� (34)

se prolonge canoniquement en un foncteur triangul�e quasi-tensoriel sur la
cat�egorie des motifs mixtes g�eom�etriques DM gm (S). Avant d'aborder le
r�esultat principal, nous tenons �a donner quelques pr�ecisions quant �a la cat�egorie
dans laquelle le foncteur de r�ealisation`-adique prend ses valeurs.

Lemme 4.1. Lorsque le foncteur (34) prend ses valeurs dans une sous-cat�egorie
triangul�ee pleine C de D+ (S;Z` ), il est en est de même d'un prolongement de
(34) aux motifs mixtes g�eom�etriques.

D�emonstration. Cela r�esulte du fait que la cat�egorie triangul�ee des motifs
mixtes g�eom�etriques est engendr�ee par les motifs desS-sch�emas lisses de type
�ni.

12 La notation D + (S; Z` ) d�esigne la cat�egorie des coe�cients `-adiques construite par T.
Ekedahl dans [11]. Nous renvoyons le lecteur �a l'appendice A.
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Dans la construction qui suit nous utilisons la proposition suivante que nous
tirons de [27, 28].

Proposition 4.2. Les h-faisceaux en groupes ab�eliens ont une structure ca-
nonique de pr�efaisceau avec transferts. En particulier les faisceaux de groupes
ab�eliens localements constants pour la topologie �etale sont canoniquement munis
d'une structure de pr�efaisceau avec transferts et de plus les faisceaux d'anneaux
localement constants sont canoniquement munis d'une structure de pr�efaisceau
avec transferts quasi-mono•�dal sym�etrique.

4.1 Construction

Nous consacrons cette sous-section �a la construction du foncteur de r�ealisation
`-adique des motifs mixtes g�eom�etriques. L'ingr�edient essentiel r�eside dans les
propri�et�es de la r�esolution de Godement que nous prouv�ees dans la section 3.
Nous allons donc prouver le

Th �eor �eme 4.3. Le foncteur sym�etrique mono•�dal (34) se prolonge canonique-
ment en un foncteur triangul�e quasi-tensoriel

DM gm (S)op ! D+ (S;Z` ): (35)

(a) Lorsque S est de type �ni sur un sch�ema noeth�erien r�egulier de dimen-
sion � 1, le foncteur (35) prend ses valeurs dansDb

c (S;Z` ) sous-cat�egorie
triangul�ee pleine form�ee des coe�cients constructibles.

(b) Lorsque S est de type �ni sur un corps �ni, le foncteur (35) induit un
foncteur triangul�e tensoriel

DM gm (S)op ! Db
m (S;Q` )

o�u le second membre d�esigne la cat�egorie des coe�cients`-adiques mixtes
de P. Deligne [8, 5].

Avant de donner la d�emonstration de ce r�esultat, il y a lieu de pr�eciser la termi -
nologie que nous employons. On peut consid�erer le toposNopSEt des syst�emes
projectifs de grands faisceaux �etales13 sur S ainsi que le faisceau d'anneaux
sur ce dernier

ZS;Et =`� : � � � ! ZS;Et =`r +1 ! ZS;Et =`r ! � � � ! ZS;Et =`

et la cat�egorie de modules associ�ee Mod(ZS;Et =`� ). Un syst�eme projectif de
faisceaux �etales avec transferts

F : r 7! Fr

dont les composantesFr sont desZS;Et =`r +1 -modules sera appel�e unZS;Et =`� -
module avec transferts. En prenant pour morphismes, les morphismes de

13 Il s'agit des faisceaux sur Var S munie de la topologie �etale.
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syst�emes projectifs de faisceaux �etales avec transferts, on obtient une cat�egorie
munie d'un foncteur d'oubli �d�ele. Nous dirons qu'un ZS;Et -module (resp. un
ZS;Et -module avec transferts)F est quasi-mono•�dal sym�etrique lorsque ses com-
posantesFr sont desZS;Et =`r +1 -modules (resp.ZS;Et =`r +1 -modules avec trans-
ferts) quasi-mono•�daux sym�etriques et que les morphismes de transition sont
compatibles avec ces structures.

Preuve du th�eor�eme 4.3. On sait d'apr�es la proposition 4.2 que le grand fais-
ceau �etale ZS;Et =`r se trouve canoniquement muni de transferts, les morphismes
de transition ZS;Et =`r ! ZS;Et =`r +1 �etant des morphismes de faisceaux �etales
avec transferts. On peut donc voir queZS;Et =`� est canoniquement unZS;Et =`� -
module avec transferts. En prenant la r�esolution cosimpliciale de Godement de
ce dernier, on obtient un ZS;Et =`� -module cosimplicial

G�
Et

�
ZS;Et =`� �

2 �Mod( ZS;Et =`� )

qui d'apr�es le lemme 3.8 est en fait canoniquement unZS;Et =`� -module avec
transferts cosimplicial. Supposons queX soit un S-sch�ema de type �ni, on
dispose alors de deux morphismes de topos

X et

� X //
SEt

pX
oo pX � �X = id

la restriction d'un faisceau F au petit site �etale de X �etant donn�ee par � �
X F .

Ces morphismes s'�etendent naturellement aux toposNopX et
14 et NopSEt et

sachant que� �
X ZS;Et =`� = ZX =`� , ils induisent un foncteur exact

� �
X = pX � : Mod(ZS;Et =`� ) ! Mod(ZX =`� ):

En d�esignant par � X le morphisme structural de X dans S, cela permet d'as-
socier auS-sch�ema de type �ni X le ZS=`� -module cosimplicial

R` (X ) := � X � i �
X G�

Et

�
ZS;Et =`� �

: (36)

En prenant le complexe de châ�ne associ�e, on obtient un objet

R` (X ) := CR` (X ) = � X � i �
X G�

Et

�
ZS;Et =`� �

(37)

appartenant �a C + (S;Z=`� ).

Remarque 4.4. Par construction de la r�esolution de Godement, on peut voir
que

R` (X ) = � X � GX; �
Et

�
ZX =`� �

:

Le passage par les grands faisceaux �etales ne sert en fait que dans la mesure
o�u il permet de mettre des transferts.

14 Il s'agit des syst�emes projectifs de faisceaux sur le sch�e ma X muni de la topologie �etale,
ainsi X et d�esigne le petit topos �etale de X .

Documenta Mathematica 12 (2007) 607{671



R�ealisation `-Adique I 655

Pour la d�e�nition des complexes normalis�es apparaissant dans le lemme suivant,
nous renvoyons �a la remarque A.3.

Lemme 4.5. Les objets (36) et (37) sont fonctoriels par rapport aux correspon-
dances �nies, autrement dit on dispose de foncteurs additifs

R` : VarCorop
S ! �Mod( ZS=`� )

R` : VarCorop
S ! C+ (S;ZS=`� ):

De plus le foncteurR` est �a valeurs dans la sous-cat�egorie form�ee des syst�emes
projectifs (( normalis�es )) et on a un isomorphisme de foncteurs canonique�

SmCorop
S

R ` //D+ (S;Z` )

� +3

Smop
S

OO

BC

R `

OO

D�emonstration. Supposons plus g�en�eralement queF soit un ZS;Et =`� -module
avec transferts cosimplicial. En posant pour unS-sch�ema X

eF (X ) := � X � � �
X F

on obtient un pr�efaisceau avec transferts prenant ses valeurs dans la cat�egorie
�Mod( ZS=`� ). En e�et lorsque l'on se donne uneS-correspondance �nie� de
X dansY et un S-sch�ema �etale U, on a un morphisme naturel deZ=`� -modules
cosimpliciaux

eF (Y )(U) := F (YU )
F ( � U )
����! F (X U ) =: eF (X )(U)

induit par les correspondances� U construites dans la sous-section 1.2. Ces
morphismes nous fournissent un morphisme dans la cat�egorie deZS=`� -modules
cosimpliciaux

eF (� ) : eF (Y ) ! eF (X ):

La compatibilit�e avec la composition d�emontr�ee au lemme 1.9 assureque pour
des correspondances �nies� 2 cS (X; Y ) et � 2 cS (Y; Z) on a (� � � )U = � U � � U

et donc que
eF (� ) � eF (� ) = eF (� � � ):

En particulier ceci assure que les objets (36) et (37) sont fonctoriels par rapport
aux correspondances �nies. Pour la seconde assertion, il su�t de remarquer
que pour un ZS;Et =`� -module F , la r�esolution de Godement F ! G�

Et F est
une r�esolution 
asque. En particulier si X est un S-sch�ema de type �ni, les
morphismes naturels

R� X � i �
X F //R� X � i �

X G�
Et F

� X � i �
X G�

Et F

OO

Documenta Mathematica 12 (2007) 607{671



656 Florian Ivorra

sont des quasi-isomorphismes. En prenantF = ZS;Et =`� , on obtient un isomor-
phisme de foncteurs

SmCorop
S

R ` //D+ (S;Z=`� )

� +3

Smop
S

OO

BC

R `

OO

Pour un ZS;Et =`� -module plat F , les composantes de sa r�esolution de Godement
Gn

Et F sont desZS;Et =`� -modules plats15 ce qui assure queG�
Et F est normalis�e

lorsque F est `-adique. En particulier ceci entrâ�ne que le foncteur consid�er�e
prend bien ses valeurs dans les complexes normalis�es | voir remarque A.3.

On a donc un foncteur

R` : Cb (SmCorS )op Cb R `���! Cb �
C+ (S;Z=`� )

� Tot��! C+ (S;Z=`� )

et donc un foncteur triangul�e

R` : Kb (SmCorS )op ! D+ (S;Z=`� )

prenant en fait ces valeurs dans D+ (S;Z` ). En utilisant l'invariance par homo-
topie dans le cadre`-adique, la localisation Nisnevich, on obtient un foncteur
triangul�e

R` : DM e�
gm (S)op ! D+ (S;Z` ):

Comme la cat�egorie triangul�ee D+ (S;Z` ) est pseudo-ab�elienne | il s'agit d'une
cons�equence du lemme 2.4 de [4] | ce dernier nous donne un foncteur

R` : DM e�
gm (S) ! D+ (S;Z` ): (38)

Il reste �a v�eri�er que ce foncteur est bien compatible aux structures tensorielles
de part et d'autre.

Lemme 4.6. Le foncteur triangul�e (38) est quasi-tensoriel 16 et pour tout S-
sch�emas X; Y le morphisme induit

� X;Y : R` (X ) 
 R` (Y ) ! R` (X � S Y)

co•�ncide avec le morphisme de K•unneth.

15 On trouvera une preuve de cette propri�et�e classique par ex emple dans [25, Part II, Ch.
IV, proposition 2.4.3].

16 Nous renvoyons �a la d�e�nition B.1 pour ce qui concerne la ter minologie utilis�ee dans cet
article.
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D�emonstration. D'apr�es la proposition 4.2, ZS;Et =`� est un ZS;Et =`� -module
avec transferts quasi-mono•�dal sym�etrique. Le lemme 3.11 assure alorsque
G�

Et ZS;Et =`� est en fait un ZS;Et =`� -module avec transferts quasi-mono•�dal
sym�etrique cosimplicial. Cela entrâ�ne que le foncteur

R` : SmCorop
S ! �Mod( ZS=`� )

du lemme 4.5 est quasi-mono•�dal sym�etrique, autrement dit que l'on dispose
d'un morphisme canonique de foncteurs sur SmCorS 
 SmCorS

� : R` (� ) 
 R` (� ) ! R` (� � S � )

associatif et commutatif. Ce dernier nous fournit des morphismes de foncteurs
associatifs et commutatifs

CR` (� ) 
 C R` (� ) C
�
R` (� ) 
 R` (� )

� C� //� EML
oo CR` (� � S � )

R` (� ) 
 R` (� ) R` (� � S � )

o�u � EML d�esigne la transformation d'Eilenberg Mac Lane [10]. On a donc des
morphismes de bifoncteurs associatifs et commutatifs

Cb
h
CR` (� ) 
 C R` (� )

i
Cb

h
C

�
R` (� ) 
 R` (� )

� i
Cb C� //Cb � EML

oo Cb
h
CR` (� � S � )

i

R` (� ) 
 R` (� ) R` (� � S � )

Par ailleurs l'augmentation

ZS=`� ! R` (S)

est un quasi-isomorphisme qui rend le diagramme suivant commutatif

R` (S) 
 R` (� ) Cb
h
C

�
R` (S) 
 R` (� )

� i
Cb C� //Cb � EML

oo R` (S � S � )

vvl l l l l l l l l l l l l l l

ZS=`� 
 R` (� )

OO

R` (� ):

Cela nous assure que le foncteur (38) est bien quasi-tensoriel.

En remarquant que le motif de P1 a pour image l'objet Z` � Z` (� 1)[� 2] de
Db

c (S;Z` ), on d�eduit imm�ediatement de la d�e�nition du motif de Tate le r�esultat
suivant.
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Lemme 4.7. Il existe un isomorphisme

# : R` (Z(1)) �! Z` (� 1):

Comme Z` (� 1) est inversible dans D+ (S;Z` ), il r�esulte du lemme 4.7 que
le foncteur (38) se prolonge en un foncteur triangul�e quasi-tensoriel sur la
cat�egorie des motifs mixtes g�eom�etriques DM gm (S).

Les assertions (a) et (b) du th�eor�eme 4.3 d�ecoulent du lemme 4.1 compte tenu
respectivement du th�eor�eme de �nitude de P. Deligne [1] et des r�esultats de P.
Deligne sur les conjectures de Weil [7, 8].

Remarque 4.8. Lorsque S est de type �ni sur un corps, il r�esulte de [3, expos�e
III] que la 
�eche de K•unneth

� X;Y : R` (X ) 
 R` (Y ) ! R` (X � S Y)

du lemme 4.6 est un isomorphisme pour toutS-sch�ema lisse de type �ni X; Y .
Cela entrâ�ne que le foncteur de r�ealisation du th�eor�eme 4.3 est en fait tensoriel
autrement dit que le morphisme

� M;N : R` (M ) 
 R` (N ) ! R` (M 
 N )

est un isomorphisme pour toutM; N 2 DM gm (S).

Remarque4.9. Soit T un sch�ema noeth�erien s�epar�e et � : T ! S un morphisme
lisse de sch�emas. Pour tout S-sch�ema lisse de type �ni X , le th�eor�eme de
changement de base lisse appliqu�e au carr�e cart�esien

X T
� X //

� X T =T

��
�

X

� X=S

��
T

� //S

nous donne un isomorphisme canonique

� � R` (X ) = � � R� X=S � � �
X=S ZS=`� = R� X T =T � � �

X � �
X=S ZS=`�

= R� X T =T � � �
X T =T ZT =`� = R` (X T ):

Il r�esulte alors de la construction donn�ee dans la preuve du th�eor�eme 4.3 que
l'on a un isomorphisme canonique de foncteurs�

DM gm (S)

��

R ` //D+ (S;Z` =`� )

� �

��

� +3

DM gm (T)
R ` //D+ (T;Z` ):
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4.2 Une variante mod �er �ee

La g�en�eralit�e correspondant au th�eor�eme 4.3 permet de construire dans
di��erentes situations g�eom�etriques des variantes mod�er�ees du foncteur de
r�ealisation `-adique.

Le r�esultat essentiel �a cet �egard r�eside dans la proposition 4.16 du paragraphe
suivant dans lequel nous d�etaillons le comportement des cat�egories de motifs
mixtes g�eom�etriques par rapport �a certaines limites projectives.

4.2.1 Commutation aux limites projectives

Les syst�emes projectifs de sch�emas que nous consid�erons sont les syst�emes
projectifs de sch�emas� 7! S� index�es par un ensemble ordonn�e �ltrant � et
nous notonsu�;� : S� ! S� les morphismes de transition. Notre hypoth�ese est
la suivante.

Le sch�ema S est r�egulier et limite projective d'un syst�eme pro-
jectif de sch�emas r�eguliers � 7! S� dont les morphismes de
transition sont plats et a�nes.

Comme S et les S� sont r�eguliers, leurs composantes irr�eductibles co•�ncident
avec leurs composantes connexes. Pour un �el�ement� de �, nous notons dans
la suite

u� : S ! S�

le morphisme canonique. Il r�esulte de notre hypoth�ese que ce morphisme est
plat. Si X � 0 est un S� 0 -sch�ema, nous posons

X � = S� � S� 0
X � 0 X = S � S� 0

X � 0 :

Proposition 4.10. Soit X � 0 un S� 0 -sch�ema de type �ni. Les morphismes de
changement de base associ�es aux morphismes de transition induisent un iso-
morphisme

colim
� � � 0

cequi (X � =S� ; 0) = cequi (X=S; 0):

D�emonstration. Il s'agit de voir que le morphisme

colim
� � � 0

cequi (X � =S� ; 0)
colim � � � 0 u~

����������! cequi (X=S; 0)

est un isomorphisme. On remarquera que nos hypoth�eses entrâ�nent que tous les
changements de base consid�er�es sont plats. Montrons tout d'abord que le mor-
phisme est surjectif. On sait d'apr�es le corollaire 3.4.6 de [28] que le membre de
droite est le groupe ab�elien libre engendr�e par les sous-sch�emas ferm�es int�egres
Z de X �nis et surjectifs sur une composante connexe deS. Soit Z un tel sous-
sch�ema ferm�e de X . En utilisant les th�eor�emes 8.8.2 et 8.10.5 de [14], on peut
supposer, quitte �a prendre � 0 un peu plus grand, qu'il existe un sous-sch�ema
ferm�e Z � 0 de X � 0 tel que

Z = S � S� 0
Z � 0 :
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Une nouvelle application du th�eor�eme 8.10.5 de loc.cit. nous assure, quitte �a
prendre � 0 un peu plus grand, queZ � 0 est �ni sur S� 0 . Soit C la composante
connexe deS domin�ee par Z . Comme le morphismeu� est plat, C domine
une composante connexeC� de S� . Le syst�eme projectif � 7! C� �etant �a mor-
phismes de transition a�nes dominants, la proposition 8.4.4 de loc.cit. assure
que la limite projective C0 de C est connexe. Par ailleurs, il r�esulte du th�eor�eme
8.10.5 deloc.cit. qu'il d'agit d'un ouvert de S. On voit donc que C0 est un ou-
vert connexe deS contenant C, ce qui permet de conclure queC est la limite
projective desC� . Quitte �a prendre � 0 un peu plus grand, une nouvelle applica-
tion du th�eor�eme 8.10.5 de loc.cit. permet de conclure queZ � 0 est surjectif sur
la composante connexeC� 0 . Sachant que nous avons suppos�e lesS� r�eguliers,
le corollaire 3.4.6 de [28] assure alors que [Z � 0 ] appartient �a cequi (X � 0 =S� 0 ; 0)
et la surjectivit�e r�esulte de l'�egalit�e

u~
� 0

[Z � 0 ] = [ S � S� 0
Z � 0 ] = [ Z ]:

Montrons maintenant l'injectivit�e. Soit � � � 0 un �el�ement de � et � � un
�el�ement de cequi (X � =S� ; 0) dont l'image par u~

� est nulle. En notant Z � le
support du cycle � � = u~

�;� � , il s'ensuit que la limite projective du syst�eme
� 7! Z � est vide. Le th�eor�eme 8.10.5 de [14] assure alors queZ � est vide
pour � su�samment grand et donc que � � = 0. Cela ach�eve la preuve de la
proposition.

En appliquant le lemme pr�ec�edent aux correspondances �nies entre sch�emas
lisses de type �ni, on obtient alors le corollaire suivant.

Corollaire 4.11. Soient � 0 2 � et X � 0 ; Y� 0 des S� 0 -sch�emas lisses de type
�ni. Le morphisme canonique

colim
� � � 0

cS� (X � ; Y� ) ! cS (X; Y )

est un isomorphisme.

D�emonstration. Comme lesX � et Y� sont des sch�emas lisses sur un sch�ema
r�egulier, ils sont eux-mêmes r�eguliers. La proposition 4.10 nous donne alors

colim
� � � 0

cS� (X � ; Y� ) = colim
� � � 0

cequi (X � � S� Y� =X � ; 0)

= cequi (X � S Y=X; 0) = cS (X; Y )

ce qui justi�e le corollaire.

Ce r�esultat nous donne la propri�et�e de commutation �a certaines limites pro-
jectives des cat�egories de sch�emas lisses munis des correspondances �nies. Son
�enonc�e est la reformulation ci-dessous du corollaire 4.11.

Corollaire 4.12. Le foncteur canonique

2-colim
�

SmCorS� ! SmCorS (39)

est une �equivalence de cat�egories.
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D�emonstration. Compte tenu du corollaire 4.11, notre assertion est une
cons�equence des th�eor�emes 8.8.2 et 8.10.5 de [14] qui assurent que pour tout
S-sch�ema de type �ni X , il existe un � 0 tel que X provienne d'un S� 0 -sch�ema
de type �ni X � 0 , et de la proposition 17.7.8 de [15] qui assure queX � 0 peut-être
choisi lisse surS� 0 lorsque X est lisse surS.

Supposons donn�e un 2-foncteur

C� : � ! Cat ; � 7! C�

o�u Cat d�esigne la 2-cat�egorie des cat�egories essentiellement petites et notons
F�;� : C� ! C� le foncteur de transition pour � � � .

Remarque 4.13. Dans la suite il est utile de noter que la 2-colimiteC des C�

admet la description �el�ementaire suivante.
{ Un objet de C est la donn�ee (C; � ) d'un �el�ement � 2 � et d'un objet C de

C� .
{ Les morphismes entre deux objets (C; � ) et (C0; � 0) de C sont donn�es par

HomC((C; � ); (C0; � 0)) = colim
� � �;� 0

HomC� (F�;� (C); F� 0;� (C0)) :

Lorsque les C� sont des cat�egories additives et que les foncteursF�;� sont
additifs, la cat�egorie C est naturellement une cat�egorie additive et il s'agit
aussi de la 2-colimite deC� dans la 2-cat�egorie Add des cat�egories additives.

On dispose du lemme suivant. On remarquera la n�ecessit�e dans ce dernier de
se restreindre aux complexes born�es.

Lemme 4.14. Supposons donn�e un2-foncteur

C� : � ! Add ; � 7! C�

et notons C la 2-colimite des C� . Le foncteur canonique

2-colim
�

Kb (C� ) ! Kb (C)

est une �equivalence de cat�egories triangul�ees.

D�emonstration. Notons F� le foncteur additif canonique deC� dans C. De la
description pr�ec�edente des 2-colimites, il r�esulte que le foncteur

2-colim
�

Cb (C� ) ! Cb (C)

est une �equivalence de cat�egories. Un morphismec : C ! C0 de complexes
d'objets de C est donc l'image d'un morphismec� : C� ! C0

� de complexes
d'objets de C� par le foncteur Cb (F� ). Il su�t alors juste de remarquer que
c est une �equivalence d'homotopie si et seulement si il existe� � � tel que
Cb (F�;� )(c� ) soit une �equivalence d'homotopie dans Cb (C� ).
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En utilisant le corollaire 4.12, le lemme pr�ec�edent nous donne le r�esultat suivant.

Corollaire 4.15. Le foncteur canonique

2-colim
�

Kb (SmCorS� ) ! Kb (SmCorS ) (40)

est une �equivalence de cat�egories triangul�ees.

D�emonstration. Le lemme 4.14 entrâ�ne que le foncteur canonique

2-colim
�

Kb (SmCorS� ) ! Kb (2-colim
�

SmCorS� )

est une �equivalence de cat�egories. Le fait que le foncteur (40) soit une
�equivalence de cat�egories d�ecoule du corollaire 4.12 via le diagramme com-
mutatif

2-colim� Kb (SmCorS� ) //

(40)
33Kb (2-colim� SmCorS� )

K b (39)//Kb (SmCorS ):

Proposition 4.16. La sous-cat�egorie �epaisse Egm (S) est la 2-colimite des
sous-cat�egoriesEgm (S� ) et les foncteurs canoniques

2-colim
�

DM e�
gm (S� ) ! DM e�

gm (S) (41)

2-colim
�

DM e�
gm (S� ) ! DM e�

gm (S) (42)

2-colim
�

DM gm (S� ) ! DM gm (S) (43)

sont des �equivalences de cat�egories.

D�emonstration. Remarquons tout d'abord que pour tout carr�e distingu�e
�el�ementaire pour la topologie de Nisnevich sur S�

U� � X � V� //

��
�

V�

��
U�

//X �

(44)

le carr�e obtenu par changement de base

(S � S� U� ) � (S� S � X � ) (S � S� V� ) //

��
�

S � S� V�

��
S � S� U� //S � S� X �

(45)
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est distingu�e �el�ementaire pour la topologie de Nisnevich sur S. La d�e�nition
des cat�egories �epaissesEgm (S� ) et Egm (S) entrâ�ne donc que le foncteur (40)
induit un foncteur

2-colim
�

Egm (S� ) ! Egm (S): (46)

D'apr�es le corollaire 4.15 le foncteur (46) est pleinement �d�ele, en ce qui
concerne la premi�ere assertion, il su�t donc de voir que les objets de
Kb (SmCorS ) de la forme

[A1
X ] ! [X ] [U � X V] ! [U] � [V ] ! [X ]

o�u X est un S-sch�ema lisse de type �ni et

U � X V //

��
�

V

��
U //X

(47)

un carr�e distingu�e �el�ementaire pour la topologie de Nisnevich sur S proviennent
�a isomorphisme pr�es d'�el�ements de la 2-colimite des Egm (S� ). Pour le premier
complexe, il s'agit d'une cons�equence imm�ediate de l'assertion (ii) du th�eor�eme
8.2.2 de [14]. Pour le second complexe, il su�t de remarquer que le th�eor�eme
8.10.5 deloc.cit. entrâ�ne l'existence d'un � 2 � et d'un carr�e distingu�e pour la
topologie Nisnevich deS� de la forme (44) tel que le carr�e (47) soit isomorphe
au carr�e (45) obtenu par changement de base.

Montrons maintenant que le foncteur (41) est une �equivalence de cat�egories
triangul�ees. On sait d�ej�a grâce au corollaire 4.15 que ce dernier est essentiel-
lement surjectif. Il su�t donc de prouver sa pleine �d�elit�e. Pour simpli�er les
notations nous posons

K � = K b (SmCorS� ) K = K b (SmCorS )

D� := DM e�
gm (S� ) D := DM e�

gm (S)

ainsi que
E := 2-colim

�
DM e�

gm (� ):

Convenons en outre de noter parS� (resp. S) la sous-cat�egorie deK � (resp.
K) ayant les mêmes objets mais dont les morphismes sont les morphismes de
K � (resp. K) qui deviennent des isomorphismes dansD� (resp. D). On peut
reformuler l'assertion que nous venons de prouver concernant les cat�egories
Egm en disant que pour tout objet M 2 K � et tout objet M 0 2 K � 0 on a un
isomorphisme naturel

colim
� � �;� 0

S� (F�;� (M ); F� 0;� (M 0)) = S(�( M; � ); �( M 0; � 0)) (48)

o�u � d�esigne l'isomorphisme (40).
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Notons 	 le morphisme (41) et �xons des objets ( M; � ) et (M 0; � 0) de D. En
utilisant la description de la remarque 4.13 on obtient

HomE((M; � ); (M 0; � 0)) = colim
�

HomK � (F�;� (M ); F� 0;� (M 0))

= colim
�

colim
L 2 K �

s2 S� (F � 0;� (M 0) ;L )

HomK � (F�;� (M ); L ):

D'autre part en utilisant le corollaire 4.15 ainsi que les isomorphismes(48) on
voit que

HomD(	( M; � ); 	( M 0; � 0)) = colim
K 2 K

� 2 S(�( M 0;� 0) ;K )

HomK (�( M; � ); K )

= colim
�

colim
K 2 K �

� 2 (�( M 0;� 0) ;�( K;� ))

HomK (�( M; � ); �( K; � ))

= colim
�

colim
K 2 K �

� 2 S� (F � 0;� (M 0) ;K )

HomK � (F�;� (M ); K ):

Ce qui prouve la pleine �d�elit�e recherch�ee.

D�esignons par (� )\ le 2-foncteur qui �a une cat�egorie associe son enveloppe
pseudo-ab�elienne. Le morphisme canonique

2-colim
�

(C\
� ) ! C\

est une �equivalence de cat�egories comme on le voit �a partir de la propri�et�e
universelle des 2-colimites et de la pseudo-ab�elianisation. En particulier le dia-
gramme commutatif

2-colim� DM e�
gm (S� )\ equiv ://

h
2-colim� DM e�

gm (S� )
i \ (41) \

//DM e�
gm (S)\

2-colim� DM e�
gm (S� )

(42)
//DM e�

gm (S)

entrâ�ne que (42) est aussi une �equivalence de cat�egories.

Quant �a la derni�ere assertion, il su�t de remarquer que

2-colim
�

DM gm (S� ) = 2-colim
�

2-colim
n

�
DM e�

gm (S� )(n)
�

= 2-colim
n

2-colim
�

�
DM e�

gm (S� )(n)
�

= 2-colim
n

�
2-colim

�
DM e�

gm (S� )
�

(n)

= 2-colim
n

DM e�
gm (S)(n) = DM gm (S):

Ce qui ach�eve la preuve de la proposition.

Documenta Mathematica 12 (2007) 607{671



R�ealisation `-Adique I 665

4.2.2 R �ealisation mod �er �ee

Dans ce qui suit, nos hypoth�eses sont l�eg�erement plus restrictives que dans le
paragraphe 4.2.1.

Le sch�ema S est r�egulier et limite projective d'un syst�eme pro-
jectif de sch�emas r�eguliers � 7! S� dont les morphismes de
transition sont lisses et a�nes.

Il r�esulte des th�eor�emes 8.8.2 et 8.10.5 de [14] et de la proposition 17.7.6 de [15]
que la cat�egorie desS-sch�emas lisses de type �ni admet la description suivante

2-colim
�

SmS� = SmS :

En passant �a la 2-colimite sur �, les foncteurs de r�ealisation `-adique

Smop
S�

! D+ (S� ; Z` ) � 2 �

fournissent donc un foncteur

Smop
S ! D+ (S;Z` )md : (49)

La conjonction du th�eor�eme 4.3 et de la description de la cat�egorie des motifs
g�eom�etriques de la proposition 4.16 nous donne le corollaire suivant.

Corollaire 4.17. Le foncteur de r�ealisation `-adique mod�er�ee (49) se pro-
longe canoniquement en un foncteur triangul�e quasi-tensoriel

Rmd;` : DM gm (S)op ! D+ (S;Z` )md : (50)

(a) Lorsque � 7! S� est un syst�eme projectif de sch�emas de type �ni sur un
sch�ema noth�erien r�egulier de dimension � 1, le foncteur (50) prend ses
valeurs dansDb

c (S;Z` )md .
(b) Lorsque S lisse de type �ni sur un corps de nombres, le foncteur (50)

induit un foncteur triangul�e tensoriel

DM gm (S)op ! Db
m (S;Q` )md

o�u le second membre d�esigne la cat�egorie des coe�cients`-adiques mixtes
mod�er�es de [17, De�nition 3.1].

D�emonstration. D'apr�es le th�eor�eme 4.3 on a des foncteurs triangul�es quasi-
tensoriels

DM gm (S� )op ! D(S� ; Z` ) � 2 � :

Compte tenu de la proposition 4.16 et de la remarque 4.9, en passant �a la
2-colimite sur � on obtient un foncteur triangul�e quasi-tensoriel

2-colim� DM gm (S� )op //2-colim� D(S� ; Z` )

DM gm (S)op R md;` //D(S;Z` )md :
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Lorsque� 7! S� est un syst�eme projectif de sch�emas de type �ni sur un sch�ema
noth�erien r�egulier de dimension � 1, le th�eor�eme 4.3 entrâ�ne �egalement que ce
foncteur prend ses valeurs dans Dbc (X; Z` )md .

On peut appliquer ce r�esultat au cas o�u � est l'ensemble des ouverts a�nes
non vides d'un sch�ema int�egre r�egulier S de corps des fonctionsF . Cela permet
pour tout F -sch�ema lisse de type �ni X d'obtenir une r�ealisation `-adique

DM gm (X ) ! Db
c (X; Z` )md

la cat�egorie de droite �etant �etudi�ee dans [17] dans le cas o�u F est un corps de
nombres. En outre les r�esultats de [7, 8] et le lemme 4.1 assurent que le foncteur
pr�ec�edent induit un foncteur triangul�e tensoriel

DM gm (S)op ! Db
m (S;Q` )md

lorsque F est un corps de nombres.

A La cat �egorie des coefficients `-adiques de T. Ekedahl

Avec cet appendice nous pr�ecisons la nature des coe�cients̀ -adiques que nous
utilisons pour r�ealiser les motifs mixtes sur S. Nous en pro�tons pour �xer les
notations que nous utilisons dans la cadrè -adique. Dans son article [8], P.
Deligne propose de consid�erer la cat�egorie

2-lim Db
ctf (S;Z=`r )

2-limite projective du syst�eme projectif r 7! Db
ctf (S;Z=`r ) dans lequel

{ les morphismes de transition sont fournis par les produits tensoriels

Db
ctf (S;Z=`s)

ZS =` r 
 L
ZS =` s �

���������! Db
ctf (S;Z=`r ) r � s ;

{ D b
ctf (S;Z=`r ) d�esigne la sous-cat�egorie triangul�ee de la cat�egorie d�eriv�ee

Db (ZS=`r ) form�ee des objets de tor dimension �nie et �a cohomologie
constructible.

Mais cette construction ne fournit pas en toute g�en�eralit�e une cat�egorie tri an-
gul�ee. En e�et la 2-limite projective d'un syst�eme projectif de cat�egories tri -
angul�ees �a morphismes de transition triangul�es n'est pas �a priori munie d'une
structure triangul�ee. En revanche d'apr�es la proposition 2.2.15 de [5], cette
construction devient tout �a fait raisonnable lorsque le groupe ab�elien

HomD b
ctf (S;Z=` r ) (F; G)

est �ni pour tout objet F; G de Db
ctf (S;Z=`r ).

En pratique on sait que cette hypoth�ese est satisfaite par exemple lorsque S est
de type �ni sur Z ou sur le spectre d'un corpsk tel que, pour toute extension
�nie s�eparable de E de k, les groupes de cohomologie GaloisienneH i (GE ; Z=`)
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sont �nis | ceci inclut notamment le cas o�u k est un corps �ni ou un corps
alg�ebriquement clos.

La construction de P. Deligne recouvre donc un grand nombre de situations
arithm�etico-g�eom�etriques mais pr�esente un inconv�enient majeur relativement
�a notre approche : il est extrêmement malais�e de travailler (( �a homotopie pr�es ))
dans une limite projective de cat�egories triangul�ees même lorsque chacune
d'entre elle est la cat�egorie d�eriv�ee d'une cat�egorie ab�elienne.

A.1 La cat �egorie de T. Ekedahl

La construction inconditionnelle des cat�egories D+ (S;Z` ) donn�ee par T. Eke-
dahl dans [11] ne pr�esente pas cet inconv�enient. Cela tient au fait que le passage
�ala limite projective n'est pas e�ectu�ee au niveau des cat�egories triangul�ees mais
au niveau des complexes. Naturellement lorsque l'hypoth�ese de �nitude n'est
plus satisfaite, le foncteur lim n'est plus exact, et la cohomologiè -adique n'est
pas donn�ee par la simple limite

lim
r

H i (X; Z=`r )

mais par la cohomologie �etale continue de U. Jannsen [23] : en d'autres termes
il y a lieu de d�eriver aussi le foncteur limite projective pour obtenir un r�esulta t
raisonnable. Le passage �a la limite projective au niveau des complexes permet
justement de d�eriver ce foncteur et la cat�egorie de T. Ekedahl fournit le (( for-
malisme d�eriv�e )) correspondant �a la cohomologie �etale continue de U. Jannsen.

Nous rappelons maintenant la construction de la cat�egorie de T. Ekedahl. On
peut consid�erer le topos NopSet des syst�emes projectifs de faisceaux �etales sur
S ainsi que le faisceau d'anneaux sur ce dernier

ZS=`� : � � � ! ZS=`r +1 ! ZS=`r ! � � � ! ZS=`:

La cat�egorie des Z=`� -modules est une cat�egorie ab�elienne de Grothendieck
dont on note D(S;Z=`� ) la cat�egorie d�eriv�ee. Pour un objet F 2 D(S;Z=`� ),
on pose suivant [11]

bF := L� � R� � F:

o�u � : NopSet ! Set d�esigne le morphisme naturel de topos. D'apr�es la propo-
sition 2.2 de loc.cit. on dispose du lemme suivant.

Lemme A.1. Soit F un objet de D(X; Z=`� ). Les conditions suivantes sont
�equivalentes

(a) Le morphisme naturel bF ! F est un isomorphisme.

(b) Les morphismes induits par les morphismes de transition

ZS=`s+1 
 L
ZS =` r +1 Fr ! Fs r � s

sont des isomorphismes dansD(S;Z=`s+1 ).
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D�efinition A.2. Soit y 2 f b; + ; � ; ? g. La cat�egorie triangul�ee D y(S;Z` ) des
coe�cients `-adiques est la sous-cat�egorie pleine de Dy(ZS=`� ) engendr�ee par les
complexesF satisfaisant les conditions �equivalentes du lemme A.1. La cat�egorie
des coe�cients constructibles Db

c (S;Z` ) est donn�ee par la sous-cat�egorie trian-
gul�ee de Db (S;Z` ) form�ee des objets �a cohomologie constructible.

RemarqueA.3. Dans [11] les complexes v�eri�ant les conditions �equivalentes du
lemme A.1 sont appel�es complexes normalis�es.

A.2 Coefficients `-adiques mod �er �es

Dans cette section nous donnons la d�e�nition de la cat�egorie des coe�cients
`-adiques que nous appelons mod�er�es. Nous nous �xons un ensemble ordonn�e
�ltrant � et nous supposons que S est limite projective d'un syst�eme projectif
de sch�emas � 7! S� dont les morphismes de transition sont des morphismes
plats a�nes.

D�efinition A.4. Nous appellerons cat�egorie des coe�cients̀ -adiques mod�er�es
relativement au syst�eme projectif des S� la cat�egorie triangul�ee

D(S;Z` )md := 2-colim
�

D(S� ; Z` ):

On pose de même

D+ (S;Z` )md := 2-colim
�

D+ (S� ; Z` ) Db
c (S;Z` )md := 2-colim

�
Db

c (S� ; Z` ):

B Foncteurs mono •�daux

La terminologie concernant les cat�egories sym�etriques mono•�dales n'�etant pas
enti�erement �x�ee dans la litt�erature, nous pr�ecisons les conventions valables
dans cet article avec la d�e�nition ci-dessous.

D�efinition B.1. Soient A et B deux cat�egories mono•�dales sym�etriques. Un
foncteur quasi-mono•�dal sym�etrique consiste en les donn�ees suivantes.
{ Un foncteur F : A ! B.
{ Une transformation naturelle � : F (� ) 
 F (� ) ! F (� 
 � ) v�eri�ant les

conditions ci-dessous.

(a) (Associativit�e) Pour tout objet A; A 0; A00de A, le diagramme

F (A) 
 F (A0) 
 F (A00)
F (A ) 
 � A 0;A 00 //

� A;A 0
 F (A 00)

��

F (A) 
 F (A0 
 A00)

� A;A 0
 A 00

��
F (A 
 A0) 
 F (A00)

� A 
 A 0;A 00

//F (A 
 A0 
 A00)

est commutatif.
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(b) (Commutativit�e) Pour tout objet A; A 0 de A, le diagramme

F (A) 
 F (A0) //

� A;A 0

��

F (A0) 
 F (A)

� A 0;A

��
F (A 
 A0) //F (A0 
 A)

est commutatif.

{ Une transformation naturelle 1 B ! F (1A ) telle que l'on ait le diagramme
commutatif

1B 
 F (A) //

��

F (A)

F (1A ) 
 F (A)
� 1A ;A

//F (1A 
 A)

OO

pour tout objet A de A.

Nous dirons que le foncteur est mono•�dal sym�etrique lorsque le morphisme
1B ! F (1A ) est un isomorphisme et que pour tout objetA; A 0 de A0 le mor-
phisme

� A;A 0 : F (A) 
 F (A0) ! F (A 
 A0)

est un isomorphisme. Lorsque les cat�egoriesA; B sont additives i.e. tensorielles
nous parlerons plutôt de foncteur quasi-tensoriel que de foncteur quasi-
mono•�dal sym�etrique, et de même de foncteur tensoriel plutôt que de foncteur
mono•�dal sym�etrique.
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